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م  ق  دم  ه

مدل صورت در واقعی عالم پدیده های از بسیاری همچنین و سازی بهینه زمینه در مهم مسایل از بسیاری

تعداد یا و رودخانه روی ساخته شده سدهای تعداد مثال عنوان به می شوند. بیان عدد صحیح مقادیر با سازی

متغیر مساله مدل در موجود متغیرهای تمامی هرگاه شوند. بیان اعشاری اعداد با نمی توانند انسانی نیروی

مسایل به می شود آن کاربردهای از که می شود گفته محض١ عددصحیح برنامه ریزی آن به باشند صحیح

برخی و عددصحیح متغیرها از بعضی چنانچه کرد. اشاره انسانی نیروی تخصیص مسایل یا ثابت هزینه

می توان آن ازکاربردهای که می شود گفته آمیخته٢ عددصحیح برنامه ریزی مدل آن به باشند پیوسته متغیرها

کرد. اشاره زمان بندی٣ و تخصیص چون مسایلی به

تصمیم گیری مسایل است، برخوردار زیادی اهمیت از که عددصحیح برنامه ریزی کاربردهای از دیگر زمینه یک

یا است فروش مرکز یک ایجاد برای مناسبی مکان x منطقه آیا نمونه عنوان به می باشد. نه“ یا ”بله نوع از

خیر؟ یا شود انتخاب eij یال آیا شبکه و گراف روی مسایل در یا خیر؟

متغیرهایی حسب بر می توان باشند داشته  پیش در انتخاب دو فقط آن متغیرهای که را محدودیت ها این گونه

باشد، خیر اگر و xi = ۱ باشد، بله i تصمیم اگر که طوری به می کنند اختیار مقدار دو فقط که کرد بیان
١Pure
٢Mixed
٣Scheduling

٨



٩ مقدمه

گفته دودویی یا یک و صفر برنامه ریزی مسایل باشند، دودویی متغیرهای دارای فقط که مسایلی به .xi = ۰

. می شود

فضایی روی بر خطی تابع یک از بیشینه یا کمینه مقدار کردن پیدا صحیح عدد برنامه ریزی هدف کلی حالت در

بلکه نیست محدب و پیوسته فضا این گسسته، متغیرهای وجود دلیل به اما است، خطی محدودیت های با

است. نامحدب نتیجه، در و گسسته فضایی

می شود. به روز مرتبا و است بوده موفقی روش مسایل این حل برای شاخه و کران الگوریتم از استفاده

می پردازیم. استفاده مورد نمادهای معرفی و تعاریف بیان به اول فصل در

می کنیم. بیان را تجزیه کاربرد از مثال هایی دوم فصل در

شاخه و کران الگوریتم از گام هر در کران بهبود به که می پردازیم تجزیه روش های بررسی به سوم فصل در

تجزیه و صفحه برش١ روش های یعنی مرسوم روش سه بررسی به ابتدا منظور این به می کنند. کمک

روش های از ترکیبی که را ادغامی۴ روش های سپس و می پردازیم لاگرانژ٣ روش و و ولف٢ دانتزیگ

می کنیم. بررسی هستند مرسوم

داریم. آن ها محاسباتی نتایج و عددصحیح مسایل حل نرم افزارهای بر مروری چهارم فصل در

١Cutting Plane
٢Dantzig-Wolfe Decomposition
٣Lagrangian Method

۴Integrated



١ ف  ص  ل

ن  م  ادھ ا و ت  ع  اری  ف

١٠



١١ ن  م  ادھ ا و ت  ع  اری  ف

ش  اخ  ه و ک  ران روش ١ . ١

ای  ن ک  ارب  ردھ ای ال  ب  ت  ه اس  ت؛ ش  اخ  ه وک  ران روش ع  دد ص  ح  ی  ح، م  س  ای  ل ح  ل ب  رای روش ھ ا م  وف  ق ت  ری  ن از ی  ک  ی

روی  ک  رد م  ی گ  ردد. اس  ت  ف  اده ھ م م  س  ای  ل از دی  گ  ری ان  واع در و ن  م  ی ش  ود ع  ددص  ح  ی  ح م  س  ای  ل ب  ه م  ح  دود روش

م  ج  م  وع  ه ھ ای زی  ر ب  ه را ش  دن  ی ھ ای ج  واب ک  ل ف  ض  ای ک  ه اس  ت گ  رف  ت  ه ش  ک  ل اص  ل ای  ن ب  ر وک  ران ش  اخ  ه

ن  ظ  ام م  ن  د ارزی  اب  ی ی  ک ک  م  ک ب  ه و زی  رم  ج  م  وع  ه ھ ا ای  ن از اس  ت  ف  اده ب  ا ک  ه گ  ون  ه ای ب  ه ک  ن  ی  م م  ی ت  ق  س  ی  م ک  وچ  ک  ت  ری

ب  گ  ی  ری  د: ن  ظ  ر در را زی  ر م  ث  ال ک  رد. پ  ی  دا را ش  دن  ی ج  واب ب  ه  ت  ری  ن ب  ت  وان

max Z = ۱۰۰x۱ + ۱۵۰x۲

s.t.

۸۰۰۰x۱ + ۴۰۰۰x۲ ≤ ۴۰۰۰۰

۱۵x۱ + ۳۰x۲ ≤ ۲۰۰

xi ≥ ۰, integers, i = ۱,۲

ب  ه ب  الا ک  ران ی  ک ت  ا ک  ن  ی  م م  ی ح  ل م  ت  غ  ی  رھ ا ب  ودن ص  ح  ی  ح م  ح  دودی  ت گ  رف  ت  ن ن  ظ  ر در ب  دون را م  س  ال  ه اول گ  ام در

UB = ۱۰۵۵٫۵۶(x۱ = ۲٫۲۲, x۲ = ۵٫۵۶) آی  د دس  ت

ج  واب ی  ک ک  ن  ی  م گ  رد پ  ای  ی  ن س  م  ت ب  ه را x۱, x۲اگ  ر م  ت  غ  ی  رھ ا ب  ودن م  ث  ب  ت و م  ح  دودی  ت ھ ا ع  لام  ت ب  ه ت  وج  ه ب  ا

(x۱ = ۲, x۲ = ۵) و LB = ۹۵۰ م  ی آی  د. دس  ت ب  ه پ  ای  ی  ن) ک  ران ) ش  دن  ی

٢ گ  ره در م  ی ش  ون  د. ای  ج  اد ٣ و ٢ م  س  ال  ه ھ ای زی  ر ش  ک  ل(١ . ١) م  ط  اب  ق x۲ م  ت  غ  ی  ر روی زدن ش  اخ  ه ب  ا ب  ع  د گ  ام در



١٢ ن  م  ادھ ا و ت  ع  اری  ف

x۲ م  ت  غ  ی  ر روی ش  اخ  ه زن  ی :١ . ١ ش  ک  ل

م  ی ک  ن  ی  م: ح  ل را زی  ر م  س  ال  ه ی

max Z = ۱۰۰x۱ + ۱۵۰x۲

s.t.

۸۰۰۰x۱ + ۴۰۰۰x۲ ≤ ۴۰۰۰۰

۱۵x۱ + ۳۰x۲ ≤ ۲۰۰

x۲ ≤ ۵

xi ≥ ۰, integers, i = ۱,۲

م  ی ک  ن  ی  م: ح  ل را زی  ر م  س  ال  ه ی گ  ره٣ در م  ی آی  د. دس  ت ب  ه x۱ = ۲٫۵, x۲ = ۵, z = ۱۰۰۰ گ  ام ای  ن در

max Z = ۱۰۰x۱ + ۱۵۰x۲

s.t.



١٣ ن  م  ادھ ا و ت  ع  اری  ف

۸۰۰۰x۱ + ۴۰۰۰x۲ ≤ ۴۰۰۰۰

۱۵x۱ + ۳۰x۲ ≤ ۲۰۰

x۲ ≥ ۶

xi ≥ ۰, integers, i = ۱,۲

م  ی ب  اش  د. x۱ = ۱٫۳۳, x۲ = ۶, z = ۱۰۳۳٫۳۳ ب  ه  ی  ن  ه ج  واب و

٢و٣ ھ ای م  س  ال  ه زی  ر ب  رای ش  دن  ی ف  ض  ای :١ . ٢ ش  ک  ل

و ١٠٠٠ ،٢ گ  ره در ب  الا ک  ران م  ی ن  م  ای  ی  م. م  ش  اھ ده را ٣ و ٢ زی  رم  س  ال  ه ھ ای ش  دن  ی ف  ض  ای (١ . ٢) ش  ک  ل در

دس  ت ب  ه  ھ دف ت  اب  ع ب  رای ک  ه م  ق  داری ح  داک  ث  ر ،٢ گ  ره از زن  ی ش  اخ  ه ادام  ه ب  ا ی  ع  ن  ی م  ی  ب  اش  د ١٠٣٣ ،٣ گ  ره در

آی  د دس  ت ب  ه ھ دف ت  اب  ع ب  رای اس  ت م  م  ک  ن ک  ه م  ق  داری ح  داک  ث  ر ٣ گ  ره از ادام  ه ب  ا و اس  ت z∗ = ۱۰۰۰ م  ی آی  د،

را زن  ی ش  اخ  ه ٣ گ  ره از اس  ت، ب  ی  ش  ی  ن  ه س  ازی ن  وع از ھ دف ت  اب  ع ک  ه ای  ن ب  ه ت  وج  ه ب  ا ب  ن  اب  رای  ن اس  ت. z∗ = ۱۰۳۳



١۴ ن  م  ادھ ا و ت  ع  اری  ف

۴ گ  ره ھ ای ، ٣ گ  ره ب  ه x۱ ≤ ۱, x۱ ≥ ۲ م  ح  دودی  ت ھ ای ک  ردن اض  اف  ه ب  ا (١ . ٣) ش  ک  ل م  ط  اب  ق م  ی دھ ی  م. ادام  ه

م  ی ش  ون  د. س  اخ  ت  ه ۵ و

۵ و ۴ گ  ره ھ ای در پ  ای  ی  ن و ب  الا ک  ران ھ م  راه ب  ه ک  ران و ش  اخ  ه ن  م  ودار :١ . ٣ ش  ک  ل

گ  ره م  س  ال  ه ی ش  دن  ی ف  ض  ای و x۱ = ۱, x۲ = ۶٫۱۷, Z = ۱۰۲۵ از: اس  ت ع  ب  ارت ۴ گ  ره ب  ه  ی  ن  ه ی ج  واب

را ش  اخ  ه زن  ی اس  ت، ٢ گ  ره در ب  الا ک  ران از ب  ی  ش  ت  ر ۴ گ  ره در ب  الا ک  ران ک  ه ای  ن ب  ه ت  وج  ه ب  ا ادام  ه در م  ی ش  ود. ت  ه  ی ۵

ق  ب  ل  ی م  ح  دودی  ت ھ ای ب  ه را x۲ ≤ ۶, x۲ ≥ ۷ م  ح  دودی  ت ھ ای ،(۴ . ١) ش  ک  ل م  ط  اب  ق و م  ی دھ ی  م ادام  ه ۴ گ  ره از

م  ی ک  ن  ی  م. اض  اف  ه ۴ گ  ره



١۵ ن  م  ادھ ا و ت  ع  اری  ف

x۲ م  ت  غ  ی  ر روی م  ج  دد ش  اخ  ه زن  ی :۴ . ١ ش  ک  ل

رس  ی  دی  م ص  ح  ی  ح ن  ق  ط  ه ی ی  ک ب  ه چ  ون x۱ = ۱, x۲ = ۶, Z = ۱۰۰۰ از اس  ت ع  ب  ارت ۶ گ  ره ب  ه  ی  ن  ه ی ج  واب

ج  ا آن از م  ی ش  ود. ن  ش  دن  ی ن  ی  ز ٧ گ  ره م  س  ال  ه ی UB = LB = ۱۰۰۰ گ  ام ای  ن در و م  ی ک  ن  د ت  غ  ی  ی  ر ھ م پ  ای  ی  ن ک  ران

ن  م  ی ت  وان ٢ گ  ره از ش  اخ  ه زن  ی ب  ا اس  ت، ب  راب  ر ۶ گ  ره م  س  ال  ه ح  ل از ح  اص  ل پ  ای  ی  ن ک  ران ب  ا ٢ گ  ره در ب  الا ک  ران ک  ه

م  ی ب  اش  د. ۶ گ  ره ج  واب ھ م  ان ب  ه  ی  ن  ه ج  واب ب  ن  اب  رای  ن آورد دس  ت ب  ه م  وج  ود ک  ران از ب  ه  ت  ری ک  ران
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۶ گ  ره در ب  ه  ی  ن  ه ج  واب آم  دن دس  ت ب  ه و ک  ران و ش  اخ  ه ن  م  ودار :۵ . ١ ش  ک  ل
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ک  رد: ب  ی  ان زی  ر گ  ام ھ ای ص  ورت ب  ه م  ی ت  وان را ش  اخ  ه و ک  ران ال  گ  وری  ت  م

م  ح  دودی  ت ھ ای و ب  ی  ش  ی  ن  ه س  ازی ح  ال  ت در ) ص  ح  ی  ح: ع  دد م  س  ال  ه  ح  ل ب  رای ش  اخ  ه و ک  ران ال  گ  وری  ت  م ١ ال  گ  وری  ت  م
م  س  اوی) ب  زرگ  ت  ر

آزادس  ازی ب  ه ج  ای (م  ی ت  وان (١ گ  ره ) م  ی آوری  م. ب  ه دس  ت را م  س  ال  ه خ  ط  ی آزادس  ازی ب  ه  ی  ن  ه ی ج  واب .١ گ  ام

ک  رد.) اس  ت  ف  اده ھ م را دی  گ  ری س  ازی ھ ای آزاد خ  ط  ی،

ب  ه م  ت  غ  ی  رھ ا م  ق  ادی  ر ک  ردن گ  رد ب  ا گ  ام ای  ن در آوردی  م. ب  ه دس  ت ھ دف ت  اب  ع ب  رای ب  الا ک  ران ی  ک ،١ گ  ره در .٢ گ  ام

ت  اب  ع م  ق  دار ب  رای پ  ای  ی  ن ک  ران ی  ک ک  ه م  ی رس  ی  م م  س  ال  ه ای  ن ب  رای ص  ح  ی  ح ش  دن  ی ج  واب ی  ک ب  ه پ  ای  ی  ن، س  م  ت

داد. خ  واھ د ب  ه دس  ت ھ دف

خ  واھ ی  م ج  دی  د گ  ره دو م  ت  غ  ی  ر آن روی زدن ش  اخ  ه ب  ا و م  ی ک  ن  ی  م ان  ت  خ  اب را ن  اص  ح  ی  ح م  ت  غ  ی  رھ ای از ی  ک  ی .٣ گ  ام

داش  ت.

ھ م  ه ی گ  ره ی  ک در اگ  ر و ش  ود م  ش  خ  ص گ  ره ھ ر در ب  الا ک  ران ت  ا م  ی ک  ن  ی  م ح  ل را ج  دی  د گ  ره ھ ای م  س  ای  ل .۴ گ  ام

ش  ود. م  ی ب  ه روز ن  ی  ز پ  ای  ی  ن ک  ران ش  دن  د، ص  ح  ی  ح م  ت  غ  ی  رھ ا

ھ م  ه ی اگ  ر دارن  د. ب  ی  ش  ت  ری ب  الای ک  ران ک  ه م  ی دھ ی  م ان  ج  ام گ  ره ھ ای  ی ب  رای اب  ت  دا را زدن ش  اخ  ه ادام  ه در .۵ گ  ام

م  ی ش  وی  م: م  ت  وق  ف ھ س  ت  ن  د، زی  ر ش  رط س  ه از ی  ک  ی دارای گ  ره ھ ا

اس  ت. ن  ش  دن  ی م  س  ال  ه (١

ص  ح  ی  ح ان  د. م  ت  غ  ی  رھ ا، ت  م  ام (٢

اس  ت. آن از ک  م  ت  ر ی  ا اس  ت ب  راب  ر م  س  ال  ه پ  ای  ی  ن ک  ران ب  ا گ  ره، م  س  ال  ه ی ح  ل از ح  اص  ل ب  الا ی ک  ران (٣

روی  م. م  ی س  ه گ  ام ب  ه .۶ گ  ام

را م  ت  غ  ی  رھ ا دو گ  ام در اس  ت ک  اف  ی ، م  س  اوی ک  وچ  ک  ت  ر م  ح  دودی  ت ھ ای ب  ا ک  م  ی  ن  ه س  ازی م  س  ال  ه ی ب  رای ن  ک  ت  ه:
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ک  ن  ی  م. ع  وض را پ  ای  ی  ن ک  ران و ب  الا ک  ران ج  ای ال  گ  وری  ت  م، در و ک  ن  ی  م گ  رد ب  الا ب  ه

پ  وی  ا١ ری  زی ب  رن  ام  ه ١ . ٢

ب  رن  ام  ه ری  زی م  ی ک  ن  د، ک  م  ک م  ی ش  ود ب  ی  ان ادام  ه در ک  ه م  ط  ال  ب  ی ب  ه  ت  ر درک ب  ه آن ب  ا آش  ن  ای  ی ک  ه م  ف  اھ ی  م  ی از ی  ک  ی

ب  ب  ی  ن  ی  د). را [١۵] ) اس  ت پ  وی  ا

ب  رن  ام  ه ری  زی اس  ت. س  اده ت  ر م  س  ای  ل از م  ج  م  وع  ه ای ب  ه پ  ی  چ  ی  ده م  س  ای  ل ت  ب  دی  ل ب  رای ب  ه  ی  ن  ه روش  ی پ  وی  ا ب  رن  ام  ه ری  زی

اس  ت  ان  دارد چ  ارچ  وب  ی خ  ط  ی، ب  رن  ام  ه ری  زی خ  لاف ب  ر و اس  ت م  س  ای  ل از دس  ت  ه ای ح  ل ب  رای ک  ل  ی ق  ال  ب ی  ک پ  وی  ا

ن  ی  از خ  لاق  ی  ت ب  ه م  س  ای  ل از دس  ت  ه ای  ن ح  ل ب  رای م  ع  م  ولا و ن  دارد وج  ود آن ب  ه م  رب  وط م  س  ای  ل ط  ب  ق  ه ب  ن  دی ب  رای

م  س  ای  ل از دس  ت  ه ای ح  ل ج  ه  ت ک  ل  ی ب  رخ  ورد روش ارای  ه م  ی دھ د ان  ج  ام پ  وی  ا ب  رن  ام  ه ری  زی آن چ  ه واق  ع در اس  ت.

اس  ت.

ک  رد: ط  ب  ق  ه ب  ن  دی زی  ر ص  ورت ب  ه را پ  وی  ا ب  رن  ام  ه ری  زی راه ک  ار ھ ای م  ی ت  وان خ  لاص  ه ص  ورت ب  ه

م  رت  ب  ط زی  رم  س  ال  ه ھ ای ت  ع  ی  ی  ن .١

ک  وچ  ک  ت  ر زی  رم  س  ال  ه ھ ای از اس  ت  ف  اده ب  ا ب  زرگ  ت  ر م  س  ال  ه ھ ای س  وال ح  ل .٢

ھ م اص  ل  ی م  س  ال  ه اس  ت (م  م  ک  ن زی  رم  س  ال  ه ھ ا ج  واب از اس  ت  ف  اده ب  ا م  س  ال  ه ن  ه  ای  ی ج  واب آوردن دس  ت ب  ه .٣

ب  اش  د.) زی  رم  س  ال  ه ھ ا از ی  ک  ی
١Dynamic Programming
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ن  م  ادھ ا ١ . ٣

م  ی گ  ی  ری  م. ن  ظ  ر در را ن  ات  ه  ی و ک  ران  دار م  وج  ه ن  اح  ی  ه ی ب  ا م  ح  ض ع  ددص  ح  ی  ح م  س  ال  ه ی ف  ق  ط س  ه  ول  ت ب  رای ادام  ه در

زی  ر ن  م  ادھ ای از ب  ع  د ف  ص  ل ھ ای در داد. گ  س  ت  رش ع  م  وم  ی ت  ر ح  ال  ت ب  ه را ش  ده ارای  ه روش ھ ای م  ی ت  وان ھ رچ  ن  د

م  ی ک  ن  ی  م؛ اس  ت  ف  اده ILP م  س  ال  ه ی ب  رای

Q = {x ∈ Rn
∣∣Ax ≥ b}

P ب  ا را F م  ح  دب پ  وس  ت  ه و F = Q ∩ Zn م  ی دھ ی  م ق  رار ھ م  چ  ن  ی  ن اس  ت. b ∈ Qm و A ∈ Qm×n ک  ه

م  ی ش  ود: ت  ع  ری  ف زی  ر ش  ک  ل ب  ه م  س  ال  ه ص  ورت ای  ن در م  ی دھ ی  م. ن  م  ای  ش

ZIP = min
x∈Zn
{cTx

∣∣Ax ≥ b} = min
x∈F
{cTx} = min

x∈P
{cTx}

ن  م  اد ب  ا خ  لاص  ه ط  ور ب  ه را م  س  ال  ه ای  ن .z =∞ م  ی دھ ی  م ق  رار ب  ود ت  ه  ی F اگ  ر c ∈ Qn ش  ده ی داده ب  ردار ب  رای

م  ی دھ ی  م. ن  م  ای  ش ILP(P , c)

ب  ه ت  ص  م  ی  م گ  ی  ری٢ م  س  ای  ل از و م  ی ش  ود ت  ع  ری  ف P روی ک  ه اس  ت ج  داس  ازی١ م  س  ال  ه ی دی  گ  ر م  رت  ب  ط م  س  ال  ه ی

x ∈ P ی  ا ک  ه م  ی ک  ن  د م  ش  خ  ص P از x ج  داس  ازی م  س  ال  ه Rn؛ ف  ض  ای از ش  ده داده x ب  رای م  ی آی  د. ح  س  اب

داش  ت  ه y ∈ P ھ ر ازای ب  ه ک  ه م  ی ک  ن  د ت  ع  ی  ی  ن گ  ون  ه ای ب  ه را β ∈ R و a ∈ Rn ص  ورت ای  ن غ  ی  ر در ی  ا و اس  ت

ب  رای م  ع  ت  ب  ر٣ ن  ام  ع  ادل  ه ی  ک م  ع  رف (a, β) ∈ Rn+۱ ج  ف  ت ش  رای  ط ای  ن ب  ا .aTx < β ام  ا aTy ≥ β ب  اش  ی  م

اس  ت. ش  ده ن  ق  ض x ت  وس  ط ک  ه اس  ت P
١Separation
٢Decision Making Problems
٣Valid Inequality
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ی  ا و اس  ت ت  ه  ی م  ج  م  وع  ه ی  ا م  س  ال  ه ای  ن خ  روج  ی م  ی دھ ی  م. ن  م  ای  ش SEP(P , x) ن  م  اد ب  ا را ج  داس  ازی م  س  ال  ه

م  ی ن  ام  ی  م. ب  رش را ن  ام  ع  ادلات ای  ن ش  ده ان  د. ن  ق  ض x ت  وس  ط ک  ه P ب  رای م  ع  ت  ب  ر ن  ام  ع  ادلات از م  ج  م  وع  ه ای

.aTy = b اگ  ر ت  ن  ه  ا و اگ  ر اس  ت ف  ع  ال y ن  ق  ط  ه ی در aTx ≥ b م  ح  دودی  ت • .١ . ٣ . ١ ت  ع  ری  ف

ب  اش  د. ف  ع  ال آن ھ ای م  ح  دودی  ت از ی  ک  ی در ح  داق  ل ھ رگ  اه م  ی ن  ام  ی  م P چ  ن  دوج  ه  ی از وج  ه١ ی  ک را M •

ب  اش  د. ١ آن ب  ع  د و ب  اش  د P وج  ه ی  ک اگ  ر اس  ت P ی  ال٢ ی  ک e •

ی  ع  ن  ی ب  اش  د ١ ،P ب  ا آن ب  ع  د اخ  ت  لاف و ب  اش  د آن وج  ه ی  ک ھ رگ  اه م  ی ن  ام  ی  م P م  ن  ظ  ر٣ ی  ک را G •

.dim(p)− ۱ = dim(G)

چ  ن  دوج  ه  ی ی  ک ب  رای م  ن  ظ  ر و ی  ال ن  م  ای  ش :۶ . ١ ش  ک  ل

م  ن  ظ  رھ ای ش  ام  ل ک  ه م  ی ش  ون  د ت  ول  ی  د ب  رش ھ ای  ی آن در ک  ه اس  ت م  ن  ظ  ر۴ ش  ن  اس  ای  ی م  س  ال  ه دق  ی  ق ت  ر م  س  ال  ه ی
١Face
٢Edge
٣Facet

۴Facet Identification Problem
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ب  اش  ن  د. P

ت  ج  زی  ه اص  ل ۴ . ١

م  ق  دار ب  رای پ  ای  ی  ن ک  ران ت  ول  ی  د ب  ه ن  ی  از ک  ران و ش  اخ  ه ال  گ  وری  ت  م اج  رای ب  رای ش  د ب  ی  ان م  ق  دم  ه در ک  ه ط  ور ھ م  ان

اس  ت. خ  ط  ی١ آزاد س  ازی از اس  ت  ف  اده ک  ار ای  ن ب  رای روش ع  م  وم  ی ت  ری  ن و داری  م (ZIP ) ب  ه  ی  ن  ه

ZLP = min
x∈Rn
{ctx

∣∣Ax ≥ b} = min
x∈Q
{ctx} (١ . ١)

.P ⊆ Q چ  ون ZLP ≤ ZIP ک  ه اس  ت واض  ح

ک  ران Q ب  ا آن دادن ق  ط  ع از ک  ه م  ی زن  ن  د ت  ق  ری  ب را دوم  ی چ  ن  دوج  ه  ی ت  ج  زی  ه روش ھ ای خ  ط  ی، ک  ران ب  ه  ب  ود ب  رای

ب  خ  ش  ی ب  ای  د و دارد ن  م  ای  ی٢ ان  دازه م  ع  م  ولا دوم چ  ن  دوج  ه  ی ای  ن Q خ  لاف ب  ر م  ت  اس  ف  ان  ه م  ی ش  ود. ح  اص  ل ب  ه  ت  ری

ت  ق  ری  ب روش ی  ک ک  ه ک  رد اس  ت  ف  اده ب  رش ص  ف  ح  ه روش از م  ی ت  وان م  ن  ظ  ور ب  دی  ن ش  ود. س  اخ  ت  ه پ  وی  ا ط  ور ب  ه آن از

روش  ی  ا [۵]و ول  ف و دان  ت  زی  گ ت  ج  زی  ه روش  م  ان  ن  د س  ت  ون ت  ول  ی  د روش ھ ای از م  ی ت  وان ھ م  چ  ن  ی  ن و اس  ت ب  ی  رون  ی

ک  رد. اس  ت  ف  اده ھ س  ت  ن  د درون  ی ت  ق  ری  ب روش ھ ای ک  ه [٨ ،٣] لاگ  ران  ژ

آزادس  ازی ادام  ه در داد. خ  واھ ی  م ب  ی  رون  ی و درون  ی ت  ق  ری  ب ت  ف  اوت درب  اره ی م  خ  ت  ص  ری ت  وض  ی  ح ب  ع  د ف  ص  ل در

ب  گ  ی  ری  د. ن  ظ  ر در (١ . ١) ب  رای را (١ . ٢)

min
x∈Zn
{cTx

∣∣A′x ≥ b′} = min
x∈F ′
{cTx} = min

x∈P ′
{cTx} (١ . ٢)

١LP Relaxation
٢Exponential Size
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و F ′ م  ح  دب پ  وس  ت  ه P ′ و A′ ∈ Qm′×n, b′ ∈ Qm′ و F ⊂ F ′ = {x ∈ Zn
∣∣A′x ≥ b′} آن در ک  ه

.Q = {x ∈ Rn
∣∣A′x ≥ b′, A′′x ≥ b′′}

م  ش  خ  ص را [A′′|b′′] و [A′|b′] م  ح  دودی  ت ھ ای ج  واب ف  ض  ای ت  رت  ی  ب ب  ه Q′′ و Q′ چ  ن  دوج  ه  ی ھ ای اگ  ر ب  ن  اب  رای  ن

داری  م ک  ن  ن  د

Q = Q′ ∩Q′′

ک  ران از ب  ه  ت  ری ک  ران P ′ ∩ Q′′ روی ب  ه  ی  ن  ه س  ازی ب  ا ک  ه اس  ت ن  ک  ت  ه ای  ن ب  ر ت  ج  زی  ه روش ھ ای ک  ار اس  اس

اس  ت ای  ن ب  ر ف  رض م  ح  دودی  ت ھ ا ت  ق  س  ی  م ب  ن  دی ای  ن در P ′ ∩ Q′′ ⊂ Q چ  ون م  ی آی  د ب  دس  ت خ  ط  ی آزادس  ازی

[A′|b′] ع  ب  ارت  ی ب  ه اس  ت، دس  ت در P ′ روی ج  داس  ازی ی  ا ب  ه  ی  ن  ه س  ازی م  س  ای  ل ح  ل ب  رای ال  گ  وری  ت  م ی  ک ک  ه

ھ س  ت  ن  د. پ  ی  چ  ی  ده م  ح  دودی  ت ھ ای [A′′|b′′] و آس  ان م  ح  دودی  ت ھ ای

دی  گ  ر ع  ب  ارت  ی ب  ه ی  ا ب  اش  د چ  ن  دج  م  ل  ه ای ان  دازه  از پ  ی  چ  ی  ده م  ح  دودی  ت ھ ای ت  ع  داد ب  ای  د ک  ردی  م ذک  ر ک  ه روش ھ ای  ی در

ب  ود: خ  واھ د زی  ر ص  ورت ب  ه ت  ج  زی  ه روش ھ ای از ح  اص  ل ک  ران ب  ن  اب  رای  ن ب  اش  د. ص  ری  ح١ ن  م  ای  ش دارای Q′′

ZD = min
x∈P ′
{cTx

∣∣A′′x ≥ b′′}

= min
x∈F ′∩Q′′

{cTx} = min
x∈p′∩Q′′

{cTx} (١ . ٣)

١Explicit
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