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��3��4�� #�����'��P��� g$��5 < Q���)��� 	��K�� ��M��

0������ ���"��?� �	��.��� [�������� #�����'��P��� g$��5 < Q���)��� 	��K�� _��������� � =��'���������'��� AE�M��
AAB M M M M M M M M M M M M M M M M M M M M M M M M ����1���� � �����#���$������ �� #������/��

�



����̂ �	��5 O������P��- D
0������ ���"��?� �	��.��� [�������� #�����'��P��� g$��5 < Q���)��� 	��K�� _��������� � =��'���������'��� AA�M��

AAB M M M M M M M M M M M M M M M M M M M M M M M M ����1���� �� �����#���$������ �� #������/��



��U�Z��$��� �������.���

A� M M M M M M M M M M M M ��A� ���� #��� ����� =������� � �������� #��!������� ���� ���T���������� #��
��3��4 A�M�A
A� M M M M M M M M M M M M M M M ��� ����1���� �� �<���������'��;� #��!������� #��� �$������� #��
��3��4 H�M�A
A� M M M M M M M M M M M M M M M M ��� �<�������$��; O������4 +1$��(��)��� 0���<$�� #��
��3��4 B�M�A
A� M M M M M M M M M M M M M M �D�� ��� �������,��� #��
��3��4 b��� =��J��&�� /������� ����'�������? �$��)��� ��M�A
HB M M M M M M M M M M M M M M M M M M R

� ����e��- �� ���"��.��� ���L��; ��#��"��L��? 0������ b��� ��M�A
H� M M M M M M M M M M M M M M M M M M �HA� 0������ b��� g	��)��� ������'������* a$��* `���������� D�M�A
H� M M M M M M M M M M �U g	��)��� ������'������* a$��* � ���"��.��� ���L��; ��#��"��L��? 0������ b��� ��$������ ��M�A

�� M M M M M M M M M M M M M M M M M (i, j) �������� ���"��.��� ���L��; ��#��"��L��? #������/�� 0������ A�M�B
DD M M M M ��� S ��������5 �	��.��� < ���"������ �$�����8 #��� (i, j) �������� ]�������1 Q	�� 0������ �	��.��� H�M�B
D� M M M M M M M M M ��� � F$��� �1���� #������/�� 	���	��5 ����K [�������� Zij(V, S) 0������ B�M�B
�H M M M M M M M M M M M M M M M M M M M M M M M M ��������� ��$��� #��
��3��4 +���(��,������ ��M�B
�B M M M M M M M M M M M M M M M M M M M M M M (�,�) �������� g	��)��� ������'������* a$��* ��M�B
�� (�,�) �������� #������/�� 0������ ��� ���� #�����-���� a���������� ^	��� ���L��; �<�����<U ����
��&�����8 Y��'��&��)�� D�M�B

� ����� �� ���� ����1���� � #��
��3��4 b��� �� f�
ij `���/��- �< #��� #�����'��P��� g$��5 < Q���)��� A�M��

AA� M M M M M M M M M M M M M M M M M M M M M M M M M M M M M M M M M�������� ���
�



����Y��
��4 O������P��- �
� ����� �� ���� ����1���� �� #��
��3��4 b��� �� f�

ij `���/��- �< #��� #�����'��P��� g$��5 < Q���)��� H�M��
AA� M M M M M M M M M M M M M M M M M M M M M M M M M M M M M M M M M�������� ���

�



����
��N��P�Q�����	
�� ��������- �������������� #��� R	����������� �<�����#�����'��P��� �����#��!������� < ��#������� #��
��3��4 #��� �$������� �����#��!�������
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���&��K ��#��"���$�� � O��-���� ����? �����J������ ��$��� H ���&���� � A \��P��4���'��� f���$�� ����� =��'��������,��� #��
��3��4 �����#��!�������

M�HD� �������- m���J��  ���	 ^���� �� B ¡��'������ f���$�� Q���� ��$��¢�� g������� =��'��!� ����������� < 	��"��� �U ��$��¢�� 
� � ��$��- ��������� ���� �$��(��; #��� �����'��� ���� � ���� �����̂ ���� =��'��� R#��
��3��4 �������� �����#��!�������
�� ���'������ =������ ����� $��� ��#��!������� M	��������;����* �����U #��� ������< �����������]��* �U < _��* � 	��4 <����U � =������
��!$��-
����#��!������� =��� < ��#���$������ #������/�� Y��?	��> ���� #��
��3��4 �� ��������5 6��'��(��,�� � #��
��3��4 �� ��������5 �������	��> R#��
��3��4
6��'��(��,�� #������/�� ������ #�����'������ #��!������� #��� �$��� �����������]��* =��'��!� ��	
 ^���� �� ��A� Y���$������< MO���
�/�����#����������� #������* ���� �����������$�����! � �$������ ���-���"��� � ���"��.��� #������/�� 0������ ���� ����1���� 	�����2 ������#��
��3��4 �� ��������5
��#��!������� ����� ���&��> a�� #��� O��� �����������]��* =��'��!� D ¡���/��&��� R�U < _��* M����� #���� �U ����� ����$��*
M �A� O��� ��$������ #���� �$��,��!� ���L��; ���'��� Q	�� 0������ ���� ����1���� 	�����2 #��
��3��4 b��� �� ��������5 6��'��(��,�� 
A£vq���s|| H¤�¥pq B£sxv¦ �osqr �o�¥�pqusx D£¥puuv¦

AA



+���'���� ������ AH
0������ �	���U �$��5� #��� Z��8���� B�����(�����? [���'��.��� � H+���J��'��J��,�� R A�<	������ �����#������/�� ���'��N��� ���$���
F$��� < ���#��!������� 0��?� �� RO��� �<	������ #������/�� ��� �#��!������� #������������< M�B�� 	���$��4����� ���L��;���'��� Q	��

MS��'����������� ��������� B�M�A `��,��� �� � 0������ =��� ���"��.�� MS����� � O������l #������/��

��U��������� T�F�R
O��� �����'������ �������������� ��� ���"��.��� #������/�� 0������ ���� #��
��3��4 �� ��������5 6��'��(��,�� #������/�� ������ #�����'������ #��!�������

7����� �����4 ����< ��$��� #��� #���$������ �$�����8 #��� �$�� ����� #���

R�B�� �	��'��!$�� �/�����#����������� MA

R�B�� DY��.��� � Y�����> �/�����#����������� MH

R�A�� ������ Y��>$��� < ���"��'��3��V <���� ^���.������ �����S��������'��� MB

R��A� ��#��.��L������ g�������- �<������P��� �����S��������'��� M�

R��� �0���<$�� �����S��������'��� �/�����#����������� M�

R�B�� �� #��5�� 6��'��(��,�� #��!������� MD

R�D� RD�� ��� �������,��� �����#��
��3��4 ���>���V M�

R��E R�E� 0���������� O��'��"��?$��� =��'��'��"�� #��!������� M�

R�H� ����P��4 b��'��-��� M�
A�z~qz��  �suzu H§vu�s�xzu B¤�sxs¨v� s| ��~¥p �ov©pr ��~q¦p �ªqsr��zvsx ª¥~xxvx¦
D«q~xu sqz~zvsx ª¥~xxvx¦ �§vuzqv¬�zvsx �{uzp¨ ª¥~xxvx¦



AB +���'���� ������

M��� A#��'��&��.��� Y�������� �	������������< MAE

MO��;����* S��'��$��; ������������� < ��$��� 	�����2 ��'���$�� #��� R����(�����; #��� #���� ��

������6#��" �7����������������� R�F�T�F�R
��������< ��������� �� ���1���� ����3��� � 	��'��!$�� ��#�����'��P��� �	��.��� =��'��'��"�� Q	�� 	��'��!$�� �/�����#����������� �����#��!������� ��
��	��P������ � 	��'��!$�� �����#������/�� F$�����%��� R��������������� ��������.�� #��� G������* ���� ��/��- R#������$��V #��� MO��� +����J������

M�$��4 #�����'������
	��(��? 	��'������ ®���- MO��� H=���������������� Q����"��� �#��!������� R	��'��!$�� �/�����#����������� �����#��!������� F$��� =������ �������
MO��� di 6��,������ �	��.��� R:i ��������< ����� ����� �������.�� � 	����� B��������< ���� n ����� � ����1���� 	��'��!$�� 
�	��"�� � 	��'��!$�� �/��'��� < ���"������ ��������< ����� ��� �� 1���� 	��>� ��� �������3��� � 	��'��!$�� ��#������/�� R=��'�����2�S��
��� �� 1���� ����3��� � 	��'��!$�� ��#�����'��P��� �/��'��� ������ 	��'��* RQ	�� M�$��4����� ����3��� ���� ��� �� #��� O��� ����1����
� 	��'��!$�� �����#������/�� F$�����%��� ��������< ���� ��� �� �������.�� �	��4 ����U���� ���� ��/��- R#��� ���$��V #��� RO��� ����

7< O��� +����3��8 #��!������� �������'��������� M�$��4 #�����'������ /��'��� �������3���

Mi = �, · · · , n R:i ������ �� �	��'��!$�� �1���� �	��"�� b xi

M i = �, · · · , n R�$��4 ����3��� 	������� :i ������ �� #��� ����1���� �	��"�� b Ii
����3��� �� ����1���� :n ������ ��������* �� � ^� ������ �	������ �� #��� O��� �U ���� ®���- R#��!������� =��� ��

MI� = In = � R������"��� RS��'��4���� #�����4	���

7�$��4����� \������"�� ����< +�$��K #��� /��'��� #��!������� ���������������*

Mi = �, · · · , n R:i ������ �� �������.�� �/��'��� b di
A}�¥zvyp�v�¥p ���pr�¥vx¦ H¯~¦xpq � ¯�vzvx Bªpqvsr



+���'���� ������ A�
Mi = �, · · · , n R:i ������ �� 1���� 	��>� xi 	��'��!$�� ��#������/�� b Pi(xi)

Mi = �, · · · , n R:i ������ �� 1���� 	��>� Ii ��	��P������ ��#������/�� b Hi(Ii)

7O��� �	��4 ����'��� ����< +�$��K #��� m$��- �#��!������� ��������� ^	���

min
n∑

i=�

Pi(xi) +
n∑

i=�

Hi(Ii) WA�M�AX

s. t.

n∑
i=�

xi =
n∑

i=�

di WH�M�AX

di + Ii − xi − Ii−� = � ∀i = �, · · · , n WB�M�AX
xi ≥ � ∀i = �, · · · , n W��M�AX
Ii ≥ � ∀i = �, · · · , n W��M�AX
I� = In = � WD�M�AX

M	�������� �������� ��������< ���� n ����� � �������3��� � 	��'��!$�� �����#������/�� F$�����%��� RWA�M�AX Q	�� 0������ 
#��� ������� R+�$��K =��� �� W����� S��'��$��; #���� �U ����� ���!������� #���� �� X 	��4���� ���"��.��� ���"������ Pi(x) 	��'������ ®���-
	��'��? MO��� �	���U O���� #��� ���"��.��� 0���$�� F$�����%��� < ����< O��� ���"��.��� ���"������ R#��!������� Q	�� 0������ R��M�B�M�A #��'��e��?
WB�M�AX ����	��'��? #��8$�����%��� M	��4���� ���J��K :n ������ ��������* �� ����3��� ��$��5$��� #��� 	����������� O���������� RWH�M�AX
������ ����� � ����3��� ��$��5$��� �/��'��� R=��'�����2�S�� M	�������������� O���������� � :i ������ �� �������.�� �	��4 ����U����

M	�������������� ���������<�� #��� 	��"���
RY��
��4 =��� �� MO��� ��������< ������ #��� ����� =������� � �������� ��#��!������� ���� ���T���������� ��#��
��3��4 RA�M�A Y��
��4
di ��� ��������< ���� ��� #��� 	����������� ��������< ������ b��� ���	��������������� � � � R� ���������� < b��� ���
����3��� �1���� �	��"�� ���	��������������� (i, i + �) ������������� < b��� ��� �� ��������5 �	��.��� MO��� �������.�� 	��>�
1���� �	��"�� �	��������������'��� (s, i) ������������� < b��� ��� �� ��������5 �	��.��� MWIiX O��� :i ������ ��������* �� �	��4



A� +���'���� ������

��A� ���� #��� ����� =������� � �������� #��!������� ���� ���T���������� #��
��3��4 7A�M�A Y��
��4

��#������/�� ���"��.��� 0������ R#���$������ �$�����8 #��� MO��� Pi(xi) �U ���� ���T���������� �#������/�� #��� O��� :i ������ �� �	��4 	��'��!$�� 
ci ���� �����8 RS��'��4���� #�����4� 	��'��!$�� S��'��$��,��� :i ���� �� ���� #��� 	��'������ ®���- =��'�����2 =��� �$�� ����� � Pi(x)

��� ��#������/�� 0������ =�������������� MS����� 	��'��!$�� O������l ��#������/�� /��'��� 	��>� fi �	��.��� #��� R1���� ��� 	��'��!$�� �#������/�� 	��>�
7�$��4����� \������"�� ����< +�$��K #��� (s, i) �������� ��� ����� #��� O��� O������l #������/�� 0������ b��� ��������

Pi(xi) =

⎧⎪⎨
⎪⎩

fi + cixi xi > �

� xi = �

���"��.��� #������/�� 0������ ���� #��
��3��4 �� ��������5 6��'��(��,�� #������/�� ������ #�����'������ #��!������� ���������� < ��������� �����̂ �������
M����� #��N��>���� �B�� �� �$�� ����� � 	��'��!$�� �/�����#����������� �����#��!������� ��

���� MO��� 	��'��!$�� �/�����#����������� �����#��!������� #���������� RO��� �	��4 �����4 �U #��� ��� �� #��� A�������3��� #��!�������
�� � \��&�����,��� +1$��(��)��� #������;����� b��� R#��!������� =��� �� MS����� 1���� 	�����2 R1���� b��� ����5 #��� #��� +����J�� =���
^���� \��&�����,��� ���������� �� ^$��(��)��� ��� ��������.�� R#��� ���!���> �� M	����������� 	��'��!$�� ^���� �����Y��(��- < ���;����
M	����������� ����'��;� R O��'��-���T #��� �����3��� �� � +1$��(��)��� #������;����� R�������.�� =��� =��'������ O��P��5 MO��� +����J������
< 	��'��!$�� #�����'��P��� �/��'��� =�����-���� #��!������� =��� �� Q	�� MO��� h���������� +1$��(��)��� #����� =��'��� O��'��-���T �/��'��� =���
A¯~qp�s�uvx¦ ªqs¬¥p¨



+���'���� ������ AD
M�$��4 #�����'������ ��	��P������ � 	��'��!$�� #������/�� R���� ��� �� �������.�� =��'������ ���� ��/��- R#��� ��$��V #��� MO��� 1���� ���

7	���$��4����� \������"�� ����< ��$��� R����1����	�����2 #��
��3��4 #��!������� #��� #��!������� =��� Y���	��3�� �����
Mi = �, ..., n R:i ���� ����� k ^$��(��)��� ��������.�� �	��.��� b dki

Mi = �, ..., n R:i ���� �� k ^$��(��)��� 	��'��!$�� O��'��-���T �/��'��� b cki
Mi = �, ..., n R:i ���� ����� :k ^$��(��)��� 	��'��!$�� #������/�� 0������ b P k

i (.)

Mi = �, ..., n R:(i+ �) ���� #��� i ���� < +1$��(��)��� ��	��P������ #������/�� 0������ b Hi(.)

RH�M�A Y��
��4 M	������'������ ���N��� �� � ��������< ���� ����P��2 �� ^$��(��)��� �� 	��'��!$�� ����� �/�����#����������� FR�F�T�F�R W���c���
�	��������������� �,�,�,� �������������4 ���� ��������� #��
��3��4 =��� �� M	�������� �������� � #��!������� =��� ���� f��3�� ���� #��
��3��4
� #������8 �/��'��� MO��� :k �1���� ��������.�� ����� tk ������ � #������8 ����� sk ����� MO��� ��������< ������ ����P��2
������������� MO��� ����� � ����� 1���� �U ��������.�� Y��� �/��'��� ���� �������� #��V$������� ���������� �� 1���� ��� ��������.�� 
R(i, tk) R�������.�� ���������� #��� Y��(������ ������������� ����� MO��� P k

i (.) #������/�� 0������ � cki O��'��-���T ��� (sk, i)
#������/�� R(i, i + �) R������������ ���?���� ����� M�$��4����� #�����-���� ���N��� �� dki �������� O��'��-���T � ���J��K �������� #������/��

M�$��4����� #�����-���� ���N��� �� R �������� �������� O��'��-���T � Hi(.)

Z�� ��� 4 Z�����* ���6���)��� T�F�T�F�R
< b��� ��� M	��'������ ^����� �������.�� ��#��L��.��� n ����� �	��������� #������8 ��#��L��.��� k < � ����1���� 	��'��$��;����� 	��'������ ®���-
	��>� ri ��� R	��(��.��� ����.��� < b��� ��� R=��'�����2�S�� M��� 1���� ^����� ��������$�� 	��>� di R�	����������#������8 ����.���

M	����������� �����'��* fij(x) ��#������/�� 0������ < R(i, j) ��������� �� 1���� 	��>� x ^���.������ ��#������/�� MO��� �������.�� 
6��'��(��,�� #������/�� ������ #�����'������ #��!������� b��� #��� ���"��.��� Q	�� 0������ ���� Y��.��� � Y�����> ��#��!������� R=��������������
	��'���$�� ����� � Y��.��� ��Y�����> #��!������� < ��������̂ ������� M�$��4����� Y���	��3�� ���"��.��� #������/�� 0������ ���� #��
��3��4 �� ��������5

M	��'������ #��N��>���� ��E RB� RBE RA�� ��



A� +���'���� ������

s�s�

t�t�

����

�∑
j=�

d�j

�∑
j=�

d�j

�∑
j=�

d�j

�∑
j=�

d�j

k �1���� ����� 	��3��� ����������

��������< ���������

k �1���� ����� 	��(��.��� ����������

��� ����1���� �� �<���������'��;� #��!������� #��� �$������� #��
��3��4 7H�M�A Y��
��4

L���'#��" ���U�d��
��)������ �7����������������� S�F�T�F�R

	��'��!$�� �/��'��� M	���$��4����� 	��'��!$�� \��&�����,��� ���������
��� �� #��� S����� +����J������ ^$��(��)��� F$��� =���	�����2 R�#��!������� =��� ��
+1$��(��)��� =��� 0���<$�� ���������	������������� /��'��� �������� ���������
��� �� MO��� 6��,������ #������;����� ��� �� ^$��(��)��� ���
�� #��� O��� =��� Q	�� MO��� 6��,������ ^$��(��)��� F$��� ��� < ����	������������� ��� ��������.�� �/��'��� #��� R	����� ����?
	��'��!$�� #������/�� =������������� #��� S��'������ ^����� ��������	������������� :	��� #��� � 	��'��!$�� �<	��� #��2 #��� ^$��(��)��� ��� < R#������;����� ���
b��� MS��'����������� ����'��� � �������� ^������� RF$���$��� =��� �	��4 ��� �=��4�� ����� MS��'��4���� #�����4� � Y��.��� � �Y�����> �
�� ��� �$������ ��L��� �� O������4 =��� M	����������� 	��'��!$�� +����J������ ���$��; F$��� #��� R���$��; 	��'��!$�� #������;�����
� ���$��; F$��� �� f��.��- 	��'��!$�� +/��'��P��%�� R����#������;����� < ���
��� MO��� a����- ����	������������� �� � �	��'��!$�� #������;�����
	��'��!$�� #������/�� R#������;����� ��� �	��'��!$�� �$�� R���$��; F$��� ��� < ��������	������������� < b��� ��� ��������.�� �/��'��� M���
Y��3��? < ��������	������������� < b��� ��� #��� ���$��; F$��� ��� ^���.������ #������/�� � #������;����� ��� �� ���$��; F$��� ���
#��� ���$��V �#��� 	������ 6��,������ � �������$��; 0���<$�� � 	��'��!$�� #����������� 	��$��;����� O������4 =��� MO��� 6��,������
����P��2 #��
��3��4 =��� �� MO��� B�M�A Y��
��4 +�$��K #��� #��!������� =��� ���� ���T���������� #��
��3��4 M�<�������� � #������/�� =�������������



+���'���� ������ A�
���������� MO��� :i ����	������������� ���� ���T���������� ri ����� � :i �	��'��!$�� #������;����� ���� ���T���������� Pi ������ MS����� ����� #�������
�	��������������� ri/mk ���������� M�$��4����� 	��'��!$�� Pi #������;����� �� #��� O��� mk F$��� ���$��; ���� ���T���������� Pi/mk

#��� S����� �������� #������� #��� #��
��3��4 =��� �� R=��'�����2�S�� M��� <���'��� �U #��� ri ����	������������� #��� O��� mk F$��� < ���$��;
R	����������� Y��(������ Pi/mk ���������� #��� Pi ���������� < #��� ���������������� MO��� +����J������ �����U #������/�� 0������ 
< #������� =��� #������/�� 0������ ���! M�$��4����� 	��'��!$�� Pi #������;����� f���$�� #��� O��� mk F$��� ���$��; �	��"�� �	���������������
� Pi/mk ���������� =��'��� #��� ���������������� MO��� #������;����� ��� �� R���$��; F$��� ��� 	��'��!$�� #������/�� 0������ ������������
Y��.��������� rj ����	������������� #��� Pi #������;����� < #��� O��� mk ���$��; �	��"�� �	��������������� O��� rj/mk ����������
ri ����� #��� ri/mk ���������� < #��� ���������������� MO��� 1���� ^���.������ 0������ b��� �U #������/�� 0������ _��* M�$��4�����
#������/�� 0������ ���� ����1����	�����2 #��
��3��4 b��� R�� =��� < M	����������� ���J��K #������/�� ���� �������.�� ������������� 	����������� Y��(������

MS����� W1���� ^���.������ #������/�� � 	��'��!$�� #������/�� 0������ #��� #����������X ���L��;���'��� ���� ���L��;

P�

P�

r�

r�

P�/m� r�/m�

P�/m� r�/m�

P�/m�

r�/m�P�/m�

r�/m�

P�/m� r�/m�

��� �<�������$��; O������4 +1$��(��)��� 0���<$�� #��
��3��4 7B�M�A Y��
��4



A� +���'���� ������

���"��������<��� ���U����$��+��� ���*����K \�F�T�F�R
S��'��$��,��� =��'������������� =��'��� ����3�� � ����� ���� MO��� h���������� �/�� =���	�����2 ��� ���P��4 ��� ��� �������,��� ��#��
��3��4
�����X ����	������ ������8 � #������/�����* ������ S��'������ Y��K� =��'������������� �������� #��� S��'��.��������� ���&������� Rh���������� ��� <
=��J��&�� /������� :���� #��� ���P��4 ��L��� �� ��� ���������������;���� RY��
������ =��� 0��-� ����� MO��� W��/��� ��������P��4
_��* M	���$��4����� Y��(������ �$��; #��.��L������ =��J��&�� /������� #��� ���&������� @������V < #��.��L������ ��� =��'������������� MO��� �	��4 _��'������ 
�����?���� �$��)��� Rb � a h���������� �� ����3�� � ����� MO��� +����J������ �������	��
��� ���� =��J��&�� /������� =��'������������� �	��"�� 
���V���3�� � _������ R�	��4 Y��(������ �$��; #��.��L������ =��J��&�� /������� #��� a h���������� 	������ #��� O��� +�$��K =��� #��� +���V���3�� �
� b h���������� #��.��L������ =��J��&�� /������� =��'��� ����3�� � RO������P��� �� � �$��4����� ����?���� b � a =��'������������� =��J��&�� /������� =��'���
������P��� S��P��- ����� MS��'������ ��������� �������	��
��� ���� � =��J��&�� /������� ����3�� � �$��)��� S��'��$��;����� M�$��4����� ����%��� b h����������
=��J��&�� /������� 	 ��� ����P��4 	��'������ ®���- MS��'�������� ��'���$�� ^������� b��� I��!���? �� � �$��; I��&��L��� RF$���$��� =���
	��P������ ���P��4 R^������� ����� MO��� �	��.��� =��� < `��'��� /������� �	��"�� O��'��"��?� ��X O��� A,B,C,D,E, F

�$��)��� MW����� 	��$��; 	��'��* `���/��- �	��"�� =��� ���P��4 a���������� ���� #���X ��� =��J��&�� /������� �� �������> ^���> ��
��� �������� R��M�A Y��
��4 �� S��'������ ����?���� ����3�� � �����U =��'��� �$�� ����� #��� ����������'������ � /������� =��� ����'�������?
��������Y������� #������/�� MO��� �������$��&��'��� 	��>� �� /������� =��'��� #��&��K���- �	��������������� ������������ ��� �	��8 MO��� �	��4
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�	

�D�� ��� �������,��� #��
��3��4 b��� =��J��&�� /������� ����'�������? �$��)��� 7��M�A Y��
��4

R�1� � ��#�����4� b��� Y������� �������$��&��'��� ��� 	��'������ ®���- R^������� �$�����8 #��� MO��� ���"��.��� ���"������ R����� �� ��� =��'���
��������Y������� #������/�� #��� O��� ���P���	���X 	��4���� �1� ��� ��#�����4� ��� Y������� ��� � �1� �� ��#�����4� ��� Y�������
0������ #���������� M�$��4�������� �������� �� �U #������/�� �$��4 �������� �� Y������� �����#�����4� �	��"�� ���� MO��� ���"��.��� ���"������ 



+���'���� ������ HE
b��� ��� =��'��� S��'��$��;����� 	��'������ ®���- MW	������������ `������ #������/�� 	��4� RY������� #�����4� �	��"�� `���/��- ���� \��'��J��,�� 
�<���'��� �������� /������� =��'��� MS��'������ ����?���� ����3�� � Y������� #�����4� �� ���� D � B =��J��&�� /������� � C � A =��J��&�� /������� <
A /������� < Y������� #�����4� �� R^� a�� MS����� ����3�� � �����?���� ����� a�� #��� MS����	��� ����3�� � �����?���� #���
#������/�� +�$��K =��� �� MS��'�����
��� D /������� #��� S��'��.��������� B /������� < �������� Y������� #�����4� �� � C /������� #��� S��'��.���������

7O��� ����< +�$��K #��� ��������Y������� a�� =���
�× (��× �× ��) = ����

��#�����4� �� � A #��� B < Y������� #�����4� �� _������ MS��'�����
��� C #��� A < ��#�����4� ��� Y������� b��� R:�� a��
7O��� ����< +�$��K #��� a�� F$��� =��� #������/�� MS��'�����
��� C #��� D < ��������

(��× ��) + �× (��× �× �) = ����

=��'��� � Y������� #�����4� �� �	��"�� #��� (D,F ) � (C, F ) R(B,E) R (A,E) ����� j�< ��� =��'��� R:$��� a��
< O��� +����3��8 a�� =��� #������/�� MS��'�����
��� ��#�����4� ��� Y������� b��� F � E /�������
�× (��
× ��× �) + (�	× ��) = ��	�

� �D�� ��� ��������$��� °�$��4����� #�����;���� +�$��K #��2 #��� 	������ ����U���� � ����������.�� #��� ��#��
��3��4 =������ ��<�
	������� M	����#�����;����* �U Y��> �����a�� � ��� �������,��� �����#��
��3��4 ���>���V #��!������� @��'��?� ��������� #��� �D�� 	�������

MO��� ������ �<����������'��* R���
�������U �	��)������ +1���� �� R���� ^���� �� ���"��?� [���'��.��� �� � #��!������� =���
�	��.��� M	������'������ ���N��� �� �������.�� ����.��� � D � C ����.��� � #������8 ����.��� � B � A ����.��� ^������� =��� ��
��� �� ��������Y������� #������/�� 0������ #��� ���5��U < M	��'������ ®���- 	��>� �� � �	��������� #������8 ����.��� < b��� ��� �� #������8

MS����� ���"��.��� #������/�� 0������ ���� #��
��3��4 �� ��������5 6��'��(��,�� #��!������� b��� ���! MO��� ���"��.��� 0������ b��� ��������

����.��� e����������" _�F�T�F�R
�U #������8 �	��.��� #��'��>���� ��� ����������� �����'��� �	��"�� MS��'����������� <���- \��&�����,��� ��#��'��>���� n #��� � ������"�����K ���P��4 b���
Q	�� MS��'������������ #��'��>���� ��� ��������.�� � #��'��>���� ��� �����#������;����� ����� <���'��� ��$��� ����������� �����'��� � #��'��>����



HA +���'���� ������

����� M�$��4 ����%��� ���P��4 ��L��� �� b��'��-��� =������ �S��� R#��� ��$��V #��� RO��� ����#������;����� ��������.�� ����U����
R�������� ����'��� #��� MS������'�������� ���N��� �� #��
��3��4 ����1���� � #������;����� ��� ����������� �����'��� R#��!������� =��� �<�����̂ 	���
i ����; �1���� O������> � #��V$������� ��#��'��>���� #��� \��&�����,��� @��V������� < � i ��#��'��>���� �����#������;����� ���������� O������>

M�$��� 	��$��; n �������� #��
��3��4 �� �$��5$��� ����1���� �	��"�� =�������������� MS��'����������� ���.��&�� #��
��3��4 ��
W��� b��'��-��� 6��'��(��,�� #��!������� ���� ��������- O�����3��4 #���X ���V���3�� � �����#��
��3��4 �� ����:���'��* �����������'������
������������������� < ��������� ��������� RO��!���> =��� �� M�$��4 �<�����̂ 	��� ����1���� 	�����2 #��
��3��4 +�$��K #��� 	���$�� �����
�������.�� � #������8 M	����������� ���O��'��-���T ���V���3�� � �������'������ Q���"��� R������������ M	����������� ����:���'��* ���V���3�� �
6��,������ R	��������������� ^���.������ ��������< ���� b��� �� 	��(��.��� � 	��3��� ������������������� =��'��� #��� �������'��* �	��"�� [��������

M��� �$��4����� #�����-���� ���N��� �� 1���� b��� �$�����8 #��� 	��(��.����	��3��� O��J��5 =��'��� ��������5 ��� RO������P��� �� M�$��4�����

������64� f�������H��" S�F�R
MO��;����* S��'��$��; #����������������* =��� �� <���'��� ��$��� #��'��!� �����#��'��e��? � \�������"�� ����'��� #��� `��,��� =��� ��

���$��+��� 4 g����P

A #��8$�����%��� b��� � ��������� < N #��8$�����%��� b��� Y������4 RG = (N,A) ���O��P��5 Q���� b��� FR�F�S�F�R f������H��"
�< #��� MO��� /������������� ���������� < (i, j) I�� ���� j�< R���O��P��5 �������� b��� MO��� ���O��P��5 ������������� <
j ����� #��� ����� � i ����� < ���5����; (i, j) �������� M	������$��� ��������* ����� � j � F����4 ����� � i R(i, j) �������� ���

M	������$��� j � i �����%��� � �U � O���

O��P��5 =�����-���� ���N��� �� ��	��� �������� R	������$��� 	�������S�� � G = (N,A) ���O��P��5 Q���� FT�F�S�F�R f������H��"
M	��4���� �$��5$��� ����'������ �������� < ����� �� ��� =��'��� R������������

O��P��5 =�����-���� ���N��� �� ��	��� �������� R	������$��� O��;�� b��� � G = (N,A) ���O��P��5 Q���� FS�F�S�F�R f������H��"



+���'���� ������ HH
M	��4���� #��.��&��> ��	��� � 	�������S�� Q���� R������������

���-���� ��	��8 +���8���V ���e��"��� ���� ������� G = (N,A) ���O��P��5 Q���� b��� #��
��3��4 b��� F\�F�S�F�R f������H��"
#��� Dij ���J���������� �	��8 R	����������� i ∈ N ���������� �������.�� ���� #������8 �	��������������� #��� di �	��8 R	���������� M	��4���������

MW	�����4���� /��'��� O������P�������� 	������$�� ����� #���X 	����������� (i, j) ∈ A ������������� O��'��-���T �	������ ��������

���H�� ��� L����#��" 4 h���!��� ���U�����#�����1���

Rα ��� � X�, X� ∈ Ω ��� �< #��� �������� 	������$��� Ag	��)��� � Ω ⊆ R
n #��8$�����%��� F_�F�S�F�R f������H��"
7S��'��4���� #�����4� R� ≤ α ≤ �

αX� + (�− α)X� ∈ Ω

��� �< #��� �������� R	������$��� ���"��.��� � Ω g	��)��� #��8$�����%��� ��� �	��4 \������"�� Rf 0������ F]�F�S�F�R f������H��"
7S��'��4���� #�����4� R� ≤ α ≤ � Rα ��� � X�, X� ∈ Ω

f(αX� + (�− α)X�) ≥ αf(X�) + (�− α)f(X�)

=��� �� M	�����4���� Ω g	��)��� #��8$�����%��� ��� ���"��.��� ���"���$�� f�, f�, · · · , fn 	��'������ ®���- ���� Fi�F�S�F�R ������3��,
MO��� ���"��.��� RΩ ��� g = f� + f� + · · ·+ fn 0������ R+�$��K

HO������l #������/�� 0������ R	����������� b, c > � #��� f(x) =
⎧⎪⎨
⎪⎩

b+ cx x > �

� x = �
#��L������� ���� 0������ Fj�F�S�F�R f������H��"

M	������$��� [�,∞) ����e��- ���

��� ���"��.��� 0������ b��� f(x) =
⎧⎪⎨
⎪⎩

b+ cx x > �

� x = �
#��L������� ���� O������l #������/�� 0������ �AE� FO�F�S�F�R d��6

MO��� [�,∞) ����e��-
A�sxyp© Hov©pr ��~q¦p



HB +���'���� ������

0������ b��� f(x) = cx+ d 0������ M	��4���� ���.��'��.��> �	��8 d � R
n �� ������� c 	��'������ ®���- �AB� FR^�F�S�F�R d��6

MO��� Rn ����e��- ��� ���L��;

+�$��K =��� �� M	�����4���� ���"��.��� f�, f�, · · · , fm : Rn �→ R 0���$�� 	��'������ ®���- �AB� FRR�F�S�F�R ������3��,
MO��� ���"��.��� /��'��� g(x) = min

i=�,�,··· ,m
fi(x) #��L������� ���� �	��4 \������"�� g 0������ 

���.��'��.��> �	��8 d�, d�, · · · , dm � R
n �� ������������� c�, c�, · · · , cm 	��'������ ®���- FRT�F�S�F�R f������H��"

���"��.��� ���L��; ��#��"��L��? 0������ b��� � f(x) = min
i=�,�,··· ,m

cTi x + di #��L������� ���� f : Rn �→ R 0������ M	�����4����
0������ b��� ��$������ R��M�AY��
��4 M�$��4����� #��%��'������ AA�M�B�M�A #��'��e��? � AE�M�B�M�A S��! < 0������ =��� ���"��.�� M	������$���

M	�������� �������� � R� ����e��- �� ���"��.��� ���L��; ��#��"��L��?

R
� ����e��- �� ���"��.��� ���L��; ��#��"��L��? 0������ b��� 7��M�A Y��
��4

����e��- Ω � ���"��.��� ���"������ f(x) �U �� #��� M	������'������ ���N��� �� � P �<�����#�����'��P��� #��!������� ���� FRS�F�S�F�R ������3��,
��� �������U R	��4���� #�����'��P��� g$��5 ��� #��!������� ���� MO��� ���P�� ���� � �������� R#��������� Rg	��)��� ����	��4 g$��5

MO��� A =������- ��#��L��.��� �� #�����'��P��� g$��5
P : minf(x)

s. t.

x ∈ Ω

A¤©zqp¨ ªsvxz



+���'���� ������ H�
Y������4 #��� ����	��)��� #��8$�����%��� =���������
��2$��� M	��4���� �	��4 ��� Rn �� S #��8$�����%��� 	��'������ ®���- FR\�F�S�F�R f������H��"
Conv(S) R�������� +����3��8 #��� M	����������� �������� Conv(S) ���� � 	������$��� S Ag	��)��� #������$��* R	��4���� S

MO��� S Y������4 g	��)��� �����#��8$�����%��� #����� h������4

#��8$�����%��� M	��4���� Rn ����e��- �� C #��8$�����%��� ��� �	��4 \������"�� �$��,��!� 0������ b��� φ 	��'������ ®���-
���� 1���� R#��� ��$��V #��� RO��� Rn+� �� ���V���.��� #����� Y������4 [C, φ] = {(x, ξ) : ξ ≥ φ(x), x ∈ C}

=���������
��2$��� Conv([C, φ]) #��8$�����%��� RA��M�B�M�A \������"�� #��� #��5$�� ���� M����'�������� ����? φ 0������ ��$������ �������
MO��� [C, φ] Y������4 g	��)��� #��8$�����%���

�� M	������$��� Hg	��)��� ������'������* a$��* φc 0������ #��� M	������'������ ���N��� �� W��M�AX #��L���� +�$��K #��� � φc 0������ 
�������� Cc �������� ���� � φc 0������ #������� M	�������� �������� � Conv([C, φ]) W=�������<X ������'������* O��������? φc 0��?�

M	�����������
φc(x) = inf{ξ : (x, ξ) ∈ Conv([C, φ])} W��M�AX

a$��* ��M�A Y��
��4 �� =��'��2�#��L��.��� �$��L��; M	��'�����'��3��� � ��M�A � D�M�A �����Y��
��4 I��&��L��� =��� ���������'��� S��P��- �����
M	�������� �������� � ���"��.��� ���L��; ��#��"��L��? 0������ b��� g	��)��� ������'������*

��

�

�

φ

Cc

x

φc

φ(x) 0������ g	��)��� ������'������* a$��* �$�����8 #��� φc(x) 0������ WgX

��

�

�

φ

C

x

φ(x) 0������ ��$������ WUX
�HA� 0������ b��� g	��)��� ������'������* a$��* `���������� 7D�M�A Y��
��4
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L������" ���������P����'

	��'������ ®���- R=��'�����2�S�� M	��4���� Rn �� ���P�� ���'��� g	��)��� #��8$�����%��� b��� S 	��'������ ®���- FR_�F�S�F�R f������H��"
R�������� O��� x ∈ S �� f A��������������< b��� ξ R+�$��K =��� �� M	��4���� ���"��.��� 0������ b��� f : S �→ R

M	��4���� ����?���� ����< #��L����

f(x) ≤ f(x) + ξT (x− x) ∀x ∈ S

M	����������� �������� ∂f(x) ���� � x #��L��.��� �� f 0������ �������������������< #��8$�����%���

�

��

x

f(x)

f(x) 0������ g	��)��� ������'������* a$��* WgX
�

��

x

f(x)

f(x) ���"��.��� ���L��; ��#��"��L��? 0������ WUX
�U g	��)��� ������'������* a$��* � ���"��.��� ���L��; ��#��"��L��? 0������ b��� ��$������ 7��M�A Y��
��4

	��'������ ®���- R=��'�����2�S�� M	��4���� Rn �� ���P�� ���'��� g	��)��� #��8$�����%��� b��� S 	��'������ ®���- �AE� FR]�F�S�F�R ������3��,
ξ 	���������� ��������������< ������ b��� Y��?	��> S ���� x #��L��.��� ��� ����� �������U R	��4���� ���"��.��� 0������ b��� f : S �→ R

R������"��� M��� �$��5�
∃ ξ ∈ R

n : f(x) ≤ f(x) + ξT (x− x) ∀x ∈ S

�� ���P�� ���'��� g	��)��� #��8$�����%��� b��� S � ���"��.��� 0������ b��� f : Rn �→ R 	��'������ ®���- �AE� FRi�F�S�F�R ������3��,
b��� x∗ ∈ S ���� M	������'������ ���N��� �� � R	��4���� x ∈ S R#��� ��$��V �#��� f(x) ������ #�����'�����'��� #��!������� M	��4���� Rn

Mξ ∈ ∂f(x∗) ��� � x ∈ S ��� ����� ξT (x− x∗) ≤ � �������U R	��4���� #��!������� ���&��)��� #�����'��P��� g$��5
A��¬¦q~rvpxz



+���'���� ������ HD
	��'������ ®���- R=��'�����2�S�� M	��4���� Rn �� ���P�� ���'��� g	��)��� #��8$�����%��� b��� S 	��'������ ®���- �AE� FRj�F�S�F�R ������3��,
���N��� �� � R	��4���� x ∈ S R#��� ��$��V �#��� f(x) ������ #�����'�����'��� #��!������� M	��4���� ���"��.��� 0������ b��� f : S �→ R

MO��� @��&��L��� #�����'��P��� g$��5 b��� x∗ �������U R	��4���� #��!������� ����� ���3������ #�����'��P��� g$��5 b��� x∗ ∈ S ���� M	������'������

���������P����' �'��������������.��� d��
����#��G��6�

�����J������ ��$��� �����a�� < ���
��� M	������'������ ���N��� �� � x ∈ R
n R#��� ��$��V #��� f(x) ������ #�����'�����'��� #��!�������

S��'�����"�� S�������$�����! =��� MO��� ��������������< �<�����#�����'��P��� S�������$�����! R���N��� ��$��� #��!������� #�����'��P��� #��L��.��� ������ 	��'��* �����
�����g$��5 < ��#��!���3���� R0������ ��������������< < �����J������ ���� R���!� MO��� AI��'��4 =������ 	����� S�������$�����! #�����-����
���&��� �������;���� M	��4���� �����S�� #��!������� ��������� ���� ���&��)��� #�����'��P��� g$��5 #��� R#��� ��$��V #��� M	����������� 	��'��!$�� ����	��4

MO��� A S�������$�����! +�$��K #��� ��������������< �<�����#�����'��P��� S�������$�����!
��������������< �<�����#�����'��P��� S�������$�����! R d��
����#��G��6�

Mk := � 	��'��� ����? M	��'������ ����'�����; � ε ≥ � � x� ∈ R
n #��'��!� #��L��.��� FW4� 9���P

M	��'������ ����'�����; ∂f(xk) #��8$�����%��� < � ξk ��������������< M	��'������ #��3������)��� � f(xk) �	��.��� F94 9���P
7	��'��� ����? M	��'������ ����'�����; � αk :���� ^$��V F9#��� 9���P

xk+� = xk + αk
ξk

‖ξk‖

� :���� #��� � k := k + � R+�$��K =��� ���'��� �� M	���$��4 \��?$������ R�������U ‖xk+� − xk‖ < ε ����M	��������

���� � S�������$�����! ��������� ���� ���������S�� ���� R#��&��>���� ��� �� αk :���� ^$��V =��'��'��"�� �$��)��� ��������������< S�������$�����! ��
:���%��� ����:���� ^$��V < ��#��!���3���� =��'��'��"�� ����� �����'������ �����̀ ���]��* M��� ����/������ ���'��l��� ���������S�� O��8����

M	��'������ #��N��>���� �D�� �� 	��'���$�� ����� � ����a�� =��� < ��	��"�� R#���$������ ����� MO��� �	��4
A�zpp puz §pu�pxz
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�'��������������.��� ���6���)��� e��� V�������P= ����P4

7	������'������ ���N��� �� ����< +�$��K #��� � RP #��'��!� #��!�������
P : ZP =min f(x) W��M�AX

s. t.

g(x) ≤ � W��M�AX
h(x) = � WAE�M�AX
x ∈ Ω WAA�M�AX

�U :i ��#��J��!$��� #��� MO��� 0������ m < ������ b��� g : Rn �→ R
m � f : Rn �→ R RΩ ⊆ R

n �U �� #���
� v ∈ R

l ������ MO��� 0������ l < ������� h : Rn �→ R
l #���������� @������V #��� MO��� gi : Rn �→ R 0������ 

\������"�� ����< +�$��K #��� � P ����� R]�������1 #��!������� ����< M	��'������ ����'�����; �$��,��!� �$��V #��� � � ≤ α ∈ R
m

7�$��4�����

L(α, v) = min
x∈Ω

f(x) + αTg(x) + vTh(x)

I������� ���� ������� �������'��������� vi � αi #��� MS��'�������� �������� vi � αi ���� I��'�� ��� #��� � v � α ������ �����#��J��!$���
M	����������� hi(x) � gi(x) �$��'��? ���� ���T���������� RI��'�� ��� #��� #��� M	������$��� ]�������1

7�$��4����� \������"�� ����< +�$��K #��� � ��� �������� D �������� ���� � P #��!������� ]�������1 �������
D : ZD = max L(α, v) WAH�M�AX

s. t.

α ≥ � WAB�M�AX
^���.������ Q	�� 0������ #��� ����4���T���������� ]�������1 I������� b������ #��� � �$��'��? < #��8$�����%��� :	��� #����=��� #��� #��5$�� ����

MS����� #��!������� ����� 	���	��5 ]�������1 ������� b��� �U ���T���������� � 	���	��5 ]�������1 #��!�����������< b��� S��'��������
g(x) ≤ � Rx ∈ Ω R������"��� M	��4���� P #��!������� ����� ����	��4 g$��5 b��� x 	��'������ ®���- �AE� FRO�F�S�F�R ������3��,



+���'���� ������ H�
Mf(x) ≥ L(α, v) �������U Mα ≥ � R#��� ��$��V #��� M	��4���� ]�������1 ������ b��� (α, v) R=��'�����2�S�� Mh(x) = � �

7S����� ��$����� �AE� FT^�F�S�F�R ���1�����
���
ZP ≥ ZD = max{L(α, v) : α ≥ �}

� ������ :����� � v � α ]�������1 ���������� ������'��&��� i��'�� < �	��4 #���������� ��	��� � O��!$��P��� O��P��5 #���� ��
���"��.�� ^���> MS��'�������� �������� Q(x) ���� � h(x) � g(x) 0���$�� R=��'�����2�S�� MS��'��������� �������� w ������ ����

MS��'����������� ���-���"��� �U ����� ��������������< b��� � S��'����������� +���3��l � L(w) ]�������1 #��!�����������<

®���- R=��'�����2�S�� M	��4���� Rn �� �������� � ���P�� ���'��� #��8$�����%��� b��� Ω 	��'������ ®���- �AE� FTR�F�S�F�R ������3��,
+�$��K #��� �	��4 \������"�� L(w) 0������ �������U R	�����4���� #������$��'��* 0���$�� Q : Rn �→ R

m+l � f : Rn �→ R 	��'������
MO��� ���"��.��� ���"������ Rm+l ����e��- ��� #��� ����<

L(w) = min{f(x) + wTQ(x) : x ∈ Ω}

®���- R=��'�����2�S�� M	��4���� Rn �� �������� � ���P�� ���'��� #��8$�����%��� b��� X 	��'������ ®���- �AE� FTT�F�S�F�R ������3��,
L(w) #��!������� #�����'��P��� g$��5 x 	��'������ ®���- M	�����4���� #������$��'��* 0���$�� Q : Rn �→ R

m+l � f : Rn �→ R 	��'������
�� L(w) 0������ ��������������< Q(x) R+�$��K =��� �� MO��� �$��,��!� ]�������1 ������ b��� w ∈ R

m+l #��� 	��4����
MO��� w

k�����!��l ���U������m��
��� ���� ���-����� W���� e��� V�������P= �'�����'?

�/�����#����������� #��!������� b��� ����� � ���L��; �<�����<U � ]�������1 ��<�����<U ���������]���� � ����3�� � R`��,��� =��� ��
� �����J������ ��$��� ������������ 	������ MO��� �BB� < #�����-�������� `��,��� =��� I��!���L��� MS��'����������� ����'��� ��'��)��K �	��8

MS��'����������� \������"�� 

P #��!������� #�����'��P��� �	��.��� b ZP

P #��!������� ����	��4 ����e��- b ΩP



H� +���'���� ������

WP #��!������� ���L��; �<�����<UX ������'��������� ��$��� ��'��)��K ����4 Q���> ���� P #��!������� b P

P #��!������� �� Ax ≥ b 	��'��? ���'��N��� ������� �������'��������� #�����'��P��� �	��.��� b α

(D) ]�������1 ������� #��!������� �� ]�������1 �������'��������� #�����'��P��� �	��.��� b α∗

�	��������������� J ^	��� =��� �� MO��� ����< +�$��K #��� #��!������� ��������� ^	��� � 	������������ P � #��'��!� #��!�������
x ∈ R

n ����'����S��'�����(�� �������'��������� ^	��� =��� �� R=��'�����2�S�� MO��� #��!������� ��'��)��K �������'��������� _���	��� #��8$�����%���
� A ∈ R

(m×n) �����[��� ���� � d ∈ R
q � c ∈ R

m Rb ∈ R
m ���������� Y������4 #��!������� ���������������* �

M	����������� B ∈ R
(q×n)

P : ZP = min cTx WA��M�AX
s. t.

Ax ≥ b WA��M�AX
Bx ≥ d WAD�M�AX
x ≥ � WA��M�AX
xj ∈ Z

+ ∀j ∈ J WA��M�AX
� ���T���������� ]�������1 �<�����<U #��!������� M	����������� \������"�� WA��M�AX 	��'��? ���T���������� � α ≥ � ]�������1 I������� ������

MO��� ����< +�$��K #��� �U ^	��� M	������������ SP (α)

SP (α) : L(α) = min cTx+ αT (b− Ax) WA��M�AX
s. t.

Bx ≥ d WHE�M�AX
x ≥ � WHA�M�AX
xj ∈ Z

+ ∀j ∈ J WHH�M�AX



+���'���� ������ BE
M	������������ D #��!������� � �U MO��� ����< +�$��K #��� P #��!������� ]�������1 �������
D : ZD = max

α≥�
L(α) WHB�M�AX

7	����������� \������"�� ����< +�$��K #��� P ∗ :���� #��� � �	���	��5 #��!������� �$������J��5
P ∗ : ZP ∗ = min cTx WH��M�AX

s. t.

Ax ≥ b WH��M�AX
x ∈ Conv{x ≥ � : Bx ≥ d, xj ∈ Z

+ ∀j ∈ J} WHD�M�AX
�	��4 ����'��� \�������"�� #��� #��5$�� ���� MO��� S #��8$�����%��� g	��)��� #������$��* �	��������������� Conv{S} �U �� #���

MS����� � ����< ��������e��?
�BB� FTS�F�S�F�R ������3��,

MO��� ����?���� ����< ������������������ ��$����� MA

ΩP ⊆ ΩP ∗ ⊆ ΩP ³
ZP ≥ ZP ∗ ≥ ZP ³

ΩP ⊆ ΩSP (α) ∀α ≥ � ³
ZP ≥ L(α) ∀α ≥ � ³

ZP ≤ L(α) ≤ ZD �������U R	��4���� ����	��4 P ���� MH

MO��� P #��!������� #�����'��P��� g$��5 x �������U R	������ m	��K ����< ����4 #��� �� x ������ �	��4 ��� α ����� ���� MB

Ax ≥ b ³
αT (b− Ax) = � ³

M	��4���� SP (α) #��!������� #�����'��P��� g$��5 x ³



BA +���'���� ������

ZD = ZP ∗ �������U R	��4���� ����	��4 P ∗ ���� M�

MS���������� ����'��� � A��'��)��K �	��8 O��'��K���; \������"�� 	������ 	��"��� #��'��e��? ����'��� �����

��'��)��K �	��8 O��'��K���; ��� Ω S��'���$��� MΩ = {x : Dx = q, x ∈ Z
+} 	��'������ ®���- FT\�F�S�F�R f������H��"

���� #�����'��P��� g$��5 ��� c �$��,��!� � I���������� ����"��� ���� ������ ��� ����� ����< ���L��; �/�����#����������� #��!������� R���� O���
M	��4���� ��'��)��K �����#��J��!$���

min cTx

s. t.

Dx = q

x ≥ �

M	��4���� ��'��)��K {x : Dx = q, x ≥ �} ����e��- < ��#��4$��� #��L��.��� ��� �����#��J��!$��� R�������� +����3��8 #���

#�����'��P��� �	��.��� � WZD �	��.��� ������"���X P #��!������� ]�������1 ������� #�����'��P��� �	��.��� RHB�M�B�M�A #��'��e��? #��� #��5$�� ����
��$����� R=��'�����2�S�� M	����������� P #��!������� #�����'��P��� �	��.��� ����� ������'������* ���������� P #��!������� ���L��; �<�����<U
#�����'��P��� �	��.��� � ]�������1 ������� #�����'��P��� �	��.��� ��������� ����� ���-���� f������4 ����< #��'��e��? MO��� ZP ≤ ZD

M�������� ����'��� � P #��!������� ���L��; �<�����<U

�������U R	��4���� ��'��)��K �	��8 O��'��K���; ��� SP (α) � 	��4���� ����	��4 P 	��'������ ®���- �BB� FT_�F�S�F�R ������3��,
7 S����� � O��� ����	��4 P ∗

ZP = L(α) = ZD = ZP ∗

A´xzp¦q~¥vz{ ªqs pqz{
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���6���)��� ���U����PV���4 4 �'�����W����

���6���)��� ���-����� ���U�W���� R�F�T
A � Q���� �����[� #��8$�����%��� �	��������������� N M	������'������ ���N��� �� � G = (N,A) ���O��P��5 Q����
���N��� �� R���1���� _���	��� < ��#��8$�����%��� K R=��'�����2�S�� MO��� Q���� ���O��P��5 �����̂ ���� #��8$�����%��� �	���������������
O�����	��)��� R������������ ����� O��'��-���T O�����	��)��� 	���������� R#��!������� �����#��(��,������ #��� #��5$�� ���� MO��� �	��4 #�����-����
#���� #��!������� ����� ��� ����J������ ��������� �����̂ 	��� R#������/�� 0������ F$��� � �������� ��� �� 1���� ��� ����� ^���.������
#��� 	���$��4����� S��'�����.�� H��������5����'������ � A�������������� �����̂ 	��� ���&��� ��#������� �� #��� ����̂ 	��� =��� M�$��4�����

M����� S��'��$��; ����'��� H�M�A�M�H � A�M�A�M�H �����̀ ��,��� �� I��'�� ��� #���
#��!������� ����� ���T���������� �����̂ 	��� �������U R�$��4 ®���- |K| = � ���� R�$��4����� #���� #��� ��������̂ 	��� ��

M	���U����� O���� #��� ����1���� b��� #��
��3��4 ��������5 6��'��(��,�� 

Aµsrp�¶q� Hª~z��o¥st

BH



BB #��!������� ���������]���� � �<�����̂ 	���

��������n&���P �W���� R�F�R�F�T
� ������'��������� 	������ MS���<����*����� #��!������� ����� �������������� ��������� �����̂ 	��� #���� #��� R`��,��� =��� ��

MS��'����������� ���-���"��� R	��4 	��$��; �����J������ `��,��� =��� �� #��� ������������������*

b��U���
��������	

M(i, j) �������� O��'��-���T b Dij

Mk �1���� ����� (i, j) �������� O��'��-���T b uk
ij

M:k F$��� �1���� ����� W#������8X 	��3��� ���������� _���	��� #��8$�����%��� b SO(k)

M:k F$��� �1���� ����� W�������.�� X 	��(��.��� ���������� _���	��� #��8$�����%��� b SD(k)

Mi ����� �� k �1���� < �������.�� ���� #������8 �	��.��� b dki
������"��� R	��4���� �������� S�� ���� #��
��3��4 �� 1���� ��� ����� �������.�� � #������8 �/��'��� F$�����%��� 	��'������ ®���- R=��'�����2�S��

∑
i∈SO(k)

dki =
∑

j∈SD(k)

dkj ∀k = �,�, · · · , K WA�M�HX
��������.�� ���� #������8 �	��.��� ���� ���8$�����(��� ����� b��� ������ #��-���� ���� �$�� ����� �������U R	��4���3��� ����?���� WA�M�HX ����
#��
��3��4 �� � ^����"�� ���J��K #������/�� ���� 	��(��.��� ���� 	��3��� ���������� #��� ���8$�����(��� ����� < ���������������� S���� � I����������

M����� ����?����

b��U������m��
���

M	����������� �$��3��8 (i, j) �������� < #��� :k F$��� �1���� �	��.��� b wk
ij

M∑
k∈K

wk
ij ������"��� R(i, j) �������� < #�����-���� ^���.������ �1���� F$�����%��� b xij

M(i, j) �������� < WxijX ��$��3��8 �1���� F$�����%��� ^���.������ #������/�� 0������ b gij(xij)



#��!������� ���������]���� � �<�����̂ 	��� B�
f��.��- 0������ =��� R�������� +����3��8 #��� M(i, j) �������� �� k 1���� < 	��>� wk

ij ^���.������ �#������/�� 0������ b hk
ij(w

k
ij)

M	����������� #��3������)��� � (i, j) �������� �� k �1���� < ��������5 �$��3��8 #��� �$������� #������/��

MO��� ����1���� 	�����2 �����#��
��3��4 �� ��������5 6��'��(��,�� ������ #�����'������ �#��!������� ^	��� =������ ������� RA�M�A�M�H ^	���

FWO��'��-���T O�����	��)��� ��	���X R�F�R�F�T ���-����� W����
min

∑
(i,j)∈A

|K|∑
k=�

hk
ij(w

k
ij) +

∑
(i,j)∈A

gij(
∑
k∈K

wk
ij) WH�M�HX

s. t.

∑
j:(i,j)∈A

wk
ij −

∑
j:(j,i)∈A

wk
ji =

⎧⎪⎪⎪⎪⎪⎨
⎪⎪⎪⎪⎪⎩

dki i ∈ SO(k)

−dki i ∈ SD(k)

� o.w.

∀k ∈ K ∀i ∈ N WB�M�HX

wk
ij ≥ � ∀k ∈ K, ∀(i, j) ∈ A W��M�HX

#�����-���� ���N��� �� #������/�� F$��� �� ����1���� 	�����2 #��
��3��4 �� ��������5 6��'��(��,�� #��!������� Q	�� 0������ �� 1$�����"���
���1���� :������ �$��3��8 #������/�� #��� �$������� ��������� � �������� ��� < 1���� ��� �$��3��8 ��#������/�� #��� �$������� ���
��� R�$��4�����
+���"��!���L��� ������� �� ���!� MO��� WH�M�HX +����3��8 +�$��K #��� Q	�� 0������ R�������� +����3��8 #��� MO��� �������� ��� <

M�$��4����� #�����-���� ���N��� �� R�������� ��� < ���1���� :������ �$��3��8 #������/�� R������"��� #������/�� :�� `��,��� ���P����� 
MO��� ��� ����J������ �����+�$��K ��� �$��4����� #�����-���� ���N��� �� ^���� ��� ����� #��� ����"��.��� #������/�� 0���$�� 

7��D� 	����������� ����< :���- #��� ���"���$�� R�$��4����� �����J������ �����U < +1���.��� �� ���������'��� #��� �����U =������ �Q����"���

������"��� M	��'���$��� O������l #������/�� fij#��� �U �� #��� MO��� cijxij + fij +�$��K #��� #��� A O������l #������/�� 0������ ³
MS��'������ O��;����* #������/�� 	��>� fij �/��'��� #��� 	������� 	������ R�$��4 g���,������ 1���� ^���.������ ����� (i, j) �������� ����

M	������$��� �������� < ��$��3��8 �1���� 	��>� xij �	��.��� ���� I������������� ���'��������� #������/�� Rcij #���
Aov©pr ��~q¦p



B� #��!������� ���������]���� � �<�����̂ 	���

�����J������ �U < ��� �� �����
����� � h��������*�������!U MO��� cij√xij :���- #��� #��� A :�� #��3�� ���� #������� ³
M	����������

¡���� ^������� �$�����8 #��� MO��� −aijx
�
ij + bijxij +�$��K #��� #��� :�� #��3�� ���� ��#��&�����5 	�����2 #������/�� 0������ ³

M	���������� �����J������ 0������ =��� < �A�� �� �����
����� �

M�� S��'��$��; ��'���$�� �U #��� 0��5� B Y��(��- �� #��� ���"��.��� ���L��; ��#��"��L��? 0���$�� ³
#�����;������4 ����� ��� �� 1���� ��� ����� �������.�� � #������8 ^����"�� O�����	��)��� �$�����8 #��� RWB�M�HX �����O�����	��)���
#��� ����� ��������5 F$�����%��� � ���5����; ��������5 F$�����%��� =��'��� Y������J�� 1���� ��� ����� R�������� +����3��8 #��� M�$��4�����
��� �� ��������5 ��$��� ���J���������� W��M�HX �����O�����	��)��� M	��4���� ����� �U ��������.�� ���� #������8 ���� �������� 	������� ����� ���

M	�������������� O���������� � 1���� ��� ����� ��������
FWO��'��-���T O�����	��)��� ����X T�F�R�F�T ���-����� W����

min
∑

(i,j)∈A

|K|∑
k=�

hk
ij(w

k
ij) +

∑
(i,j)∈A

gij(
∑
k∈K

wk
ij) W��M�HX

s. t.

∑
j:(i,j)∈A

wk
ij −

∑
j:(j,i)∈A

wk
ji =

⎧⎪⎪⎪⎪⎪⎨
⎪⎪⎪⎪⎪⎩

dki i ∈ SO(k)

−dki i ∈ SD(k)

� o.w

∀k ∈ K ∀i ∈ N WD�M�HX

|K|∑
k=�

wk
ij ≤ Dij ∀(i, j) ∈ A W��M�HX

wk
ij ≥ � ∀k ∈ K, ∀(i, j) ∈ A W��M�HX

M	����������� Dij O��'��-���T ��� ������������ #��� +����J�� =��� ���� O��� A�M�A�M�H ^	��� #���������� RH�M�A�M�H ^	���
=��� M	�������� �������� � (i, j) �������� b��� ��� ���� \��&�����,��� ����1���� ���������5 =��'��� ����3�� � W��M�HX ����	��'��?
A�·�~qp ¸ssz



#��!������� ���������]���� � �<�����̂ 	��� BD
�$�� ����� 	��'��? =��� g���'��� �� ����< R�$��4����� ����1���� 	�����2 ��#��
��3��4 #��!������� Y��> �	��4 ��� ��	��'�����'��* I��3��� O�����	��)���

MO��-���� ���N��� �� #�������	��5 Rk �1���� ��� ����� � #��!�������
����	��'��? R������"��� O��� O�����	��)��� ��� /��'��� �������� ��� < ��$��3��8 �1���� �	��.��� ����#��!������� < ���e��"��� ��
�� #��� 	�����2��� M�$��4����� #��-���� #��!������� �����O�����	��)��� #��� (i, j) �������� ��� � k �1���� ��� ����� wk

ij ≤ uk
ij

M�$��4����� #�����-���� ���N��� �� ���������� +�$��K #��� 	��'��? =��� R����#��!������� F$��� =���
1���� ��� ����� � WWD�M�HX ���� WB�M�HX �$��'��?X �������.�� � #������8 ^����"�� �$��'��? #��� �$������� I������� _������ ���� ����
#��
��3��4 < �������� b��� ���� ���T���������� �$������ ��� � ����� b��� ���� ���T���������� _������ ���� ���L��� ��� �������U RS��'��� Y��'��
����� 
_������ ���� �����#��J��!$��� M	������$��� �������������� �����̂ 	��� H�M�A�M�H � A�M�A�M�H �����̂ 	��� #��� Y��'��!� =��'����� #��� MO���
O�����	��)��� R�������� ����'��� #��� MS����� ���J��K���� ��#��J��!$��� �� �������	��> �$������ ��� �� � 	������'�������� � ���� � R−� ��������.���

7O��4$��� ����< +�$��K #��� �$�� ����� � WB�M�HX
GW k = dk ∀k ∈ K W��M�HX

dk = (dki )
T R=��'�����2�S�� MO��� ������������ �	��"�� m #��� O��� �	��"��� m ������� W k = (wk

ij)
T �U �� #���

MO��� �	��"��� n×m A��$��;���� _������ ���� G = (gie) � O��� ��������� �	��"�� n #��� O��� �	��"��� n �������
���'��� �� � gie = −� �������U Re = (j, i) ���� � gie = � �������U Re = (i, j) #��� 	��4���� �$��5$��� j ∈ N ����

MO��� gie = � R+�$��K =���
k �1���� #��� �$������� ��������5 ^����"�� �$��'��? ���������� ���� `���������� GW k = dk 	��'������ ®���- �AB� FR�F�R�F�T ������3��,
RO��� Ω = {W k : GW k = dk,W k ≥ �} ������������ ����� �#������* g$��5 b��� Ŵ k ��������5 ������ M	��4����

M	������ Y��'��
����� #��!������� Q���� �� O��;�� b��� Ŵ k ������ ���J��K���'��� �����#��J��!$��� R���� ���P����� � ����
�������U R	��4���� 	��(��.��� ����� b��� � 	��3��� ����� b��� ��� #��!������� Q���� �� k �1���� ���� �D�� FT�F�R�F�T ���1�����
���

MO��� #��!������� Q���� �� 	��(��.��� ����� � 	��3��� ����� =��'��� ����'������ R1���� =��� ���� ���T���������� ��#������* g$��5
O�����	��)��� ��	��� ����1����	�����2 #��
��3��4 �� ��������5 6��'��(��,�� #��!������� �� #��� =��� #��� #��5$�� ���� �D�� FS�F�R�F�T ���1�����
���
A´x�vrpx�p }~zqv©



B� #��!������� ���������]���� � �<�����̂ 	���

R#��!������� ����� ��#������* g$��5 ��� �� R=�������������� MS����� /��%��� ��������5 ^����"�� �$��'��? 1���� ��� ���� ���T���������� RO��'��-���T
M	����������� Y��'��
����� � #��!������� Q���� �� O��;�� b��� 1���� ��� ���� ���T���������� ��������5 ������

0������ ���� ����1���� 	�����2 ������#��
��3��4 �� ��������5 6��'��(��,�� #������/�� ������ #�����'������ #��!������� ��A� F\�F�R�F�T ���1�����
���
����e��- ��� ���� ���"��.��� #������/�� 0������ ���� �<�����#�����'��P��� �����#��!������� /��5 O��'��-���T O�����	��)��� ��	��� ���"��.��� #������/��
����� #��!������� #�����'��P��� g$��5 B�M�A�M�H #��%��'������ � AB�M�B�M�A #��'��e��? #��� #��5$�� ���� R=�������������� MO��� �������� � g	��)���
����	��'�����'��* ��� #��!������� Q���� �� ����O��;�� #����� ������ 	��'��* ���� MO��� #��!������� Q���� �� O��;�� b��� 1���� ���

MO��� ����������� #��3�� ���� < ��������<

���������n������)��� W���� T�F�R�F�T
���N��� �� 	��(��.��� � 	��3��� O��J��5 b��� ���P����� 1���� F$��� ��� ����� R��������5����'������ ^	��� ����'��� O��!$��P��� �$��N������ #���
�1���� ����� #��!������� ���� R#��� O��� ����� #��� :<1 MS��'�������� �������� (sk, tk) I�� ���� j�< +�$��K #��� #��� RS������'��������
#��� MS��'����������� #��-���� #��!������� #��� tk � sk ���8$�����(��� ����� �� �������U O��4� 	��(��.��� ���� 	��3��� ����� b��� < `��'��� k
�������� tk ����� ��������.�� �	��.��� � 	��3��� ���� ����� #����� #������8 F$�����%��� ���� �������� sk ����� #������8 �	��.��� R#��� ��$��V
#��� k �1���� 	��3��� ���������� < ���8$�����(��� ���������������� _������ MO��� 	��(��.��� ���������� ��#����� ��������.�� F$�����%��� ����
��� O��'��-���T R#��� ��$��V #��� MS��'����������� S���� ���J��K �#������/�� 0������ ���� tk ����� #��� k �1���� 	��(��.��� ���������� < � sk �����
O��!���> =��� �� M	��4���� �U #��� Y��(������ 	��(��.��� ���� 	��3��� ����� ��������.�� ���� #������8 �	��.��� ���� �������� ���8$�����(��� ��������

MS����� k �1���� ����� 	��(��.��� ����� b��� � 	��3��� ����� b��� ���� ^����"��� ��#��!�������

��U���
��������	

M(sk, tk) =��'��� �������'������ #��8$�����%��� b Nk

MO��� 6��,������ Y��3��? < 	��(��.��� #��� 	��3���< ������'������ #����� 1���� ��� ����� R#��� O��� =��� ���� ®���-
��� ����� Nk ∩Nk

′
= ∅ ������"��� M	��4���� Nk b��� #��� @��&��"������ ���P����� 	���$�� ����� ���'������ ��� R=��'�����2�S��



#��!������� ���������]���� � �<�����̂ 	��� B�
Mk �= k

′ � k, k
′ ∈ K

R+�$��K =��� ���'��� �� � b��� �U �	��.��� R	��4���� k �1���� :p ���'������ < ����������� (i, j) �������� ���� b πk
p(i, j)

MO��� ���J��K a�	��.���

M�$��4 ^����� tk 	��(��.��� #��� sk 	��3��� < 	������� #��� k �1���� �	��.��� b dk

M(i, j) �������� O��'��-���T �/��'��� b Dij

Mk �1���� ����� (i, j) �������� O��'��-���T �/��'��� b uk
i,j

b��U������m��
���

�$��4����� ^����� p ∈ Nk ���'������ < #��� :k �1���� �	��.��� b xk
p

���� #������8 F$�����%��� R������"��� MO��� ����?���� WA�M�HX #��L���� #��� O��� =��� ���� ®���- �������������� �����̂ 	��� 	����������
MO��� �������� 1���� ��� ����� �������.�� F$�����%���

FWO��'��-���T O�����	��)��� ����X S�F�R�F�T ���-����� W����
min

|K|∑
k=�

∑
(i,j)∈A

hk
ij(

∑
p∈Nk

πk
p(i, j)x

k
p) +

∑
(i,j)∈A

gij(

|K|∑
k=�

∑
p∈Nk

πk
p(i, j)x

k
p) WAE�M�HX

s. t.

∑
p∈Nk

xk
p = dk ∀k ∈ K WAA�M�HX
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