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گ  ف  ت  ار پ  ی  ش 

نامقید بهینهسازی مسائل حل برای تکراری روشهای از مهم بسیار خانواده یک مزدوج گرادیان روشهای

گسترده طور به ماتریسها، ذخیرهسازی و محاسبه به نیاز عدم دلیل به روشها این هستند. بزرگ ابعاد در

که، است این روشها این برای مهم ویژگی یک میگیرند. قرار استفاده مورد بزرگ ابعاد مسائل در ای

استاندارد روشهای توسط شده تولید جستجوی جهتهای اما کنند. تولید کاهشی جستجوی جهتهای

مزدوجی گرادیان روشهای اخیرا نمیکنند. صدق کافی کاهش شرط در لزوما مزدوج گرادیان جملهای) (دو

جستجویی جهتهای و کرده غلبه نقص این بر هستند، جملهای سه مزدوج گرادیان روشهای به موسوم که

صدق کافی کاهش شرط در همواره شده، استفاده خطی جستجوی از مستقل طور به که میکنند تولید را

پایان نامه: این در ما کلی طور به میکنند.

و میپردازیم، سهجملهای مزدوج گرادیان مسائل برای تعاریف و مقدمات بیان به ابتدا، در اول فصل در

نامقید بهینهسازی کلاسیک روشهای ادامه در میکنیم. بیان را نامقید مسائل برای بهینگی شرایط

سه مزدوج گرادیان مختصر طور به فصل انتهای در و میدهیم، ارائه را خطی جستجوی انواع و

میدهیم. توضیح را حالت عدد و جملهای

را نیوتن شبه روشهای در تقریبی ماتریس برای بهنگامسازی فرمولهای فصل، شروع در دوم فصل در

میشود استفاده آنها از سوم فصل در که را شده اصلاح سکانت شرایط ادامه در و میکنیم، بیان

میکنیم. مطرح را

میپردازیم. آن مشتقات و دای-لیائو مزدوج گرادیان روش معرفی به ابتدا فصل این در سوم فصل در

۵



۶ گفتار پیش 

برای کافی شرط نهایت در و پرداخته کلی تکراری روش یک برای سراسری همگرایی ادامه در

میکنیم. مطرح را TTCG(Secant) الگوریتم سراسری همگرایی

روش دو بررسی به نهایت در کنیم. می مرور را βk برای شده ارائه ترکیبی فرمولهای چهارم فصل در

پردازیم. می NHS و NPRP نامهای به ترکیبی سهجملهای مزدوج گرادیان روشهای خانواده از

حالت عدد کاهش بر مبتنی سهجملهای مزدوج گرادیان روش بیان به فصل، آخرین در پنجم فصل در

درجه تقریب این کردن مینیمم با و نوشته xk+۱ نقطه در را f تابع از دو درجه تقریب میپردازیم.

جهت در مجهول پارامتر حالت، عدد کرد مینیمم با نهایت در و میآوریم دست به را βk اسکالر دو،

میآوریم. دست به را شده تولید جستجوی



١ ف  ص  ل

م  زدوج گ  رادی  ان روشھ ای و ن  ام  ق  ی  د ب  ه  ی  ن  هس  ازی

ن  ام  ق  ی  د ب  ه  ی  ن  هس  ازی م  س  ال  ه م  ع  رف  ی ١ . ١

و ط  راح  ی در ب  ه  ی  ن  هس  ازی اس  ت. م  م  ک  ن وض  ع  ی  تھ ای ب  ی  ن در ج  واب ب  ه  ت  ری  ن ی  اف  ت  ن ھ ن  ر ١ ب  ه  ی  ن  هس  ازی

لازم ھ زی  ن  ه ک  ردن م  ی  ن  ی  م  م م  ن  ظ  ور ب  ه اج  ت  م  اع  ی ح  ت  ی و اق  ت  ص  ادی م  ه  ن  دس  ی، ھ ای س  ی  س  ت  م از ب  س  ی  اری ن  گ  ه  داری

رش  د م  ب  ح  ث ای  ن م  ت  ف  اوت، ع  ل  وم در ب  ه  ی  ن  هس  ازی وس  ی  ع ک  ارب  رد دل  ی  ل ب  ه دارد. ک  ارب  رد س  ود ک  ردن م  اک  زی  م  م ی  ا و

م  ورد ع  ل  وم ش  اخ  هھ ای از ب  س  ی  اری و ص  ن  ای  ع م  دی  ری  ت، ری  اض  ی  ات، در ک  ه ط  وری ب  ه اس  ت، ک  رده ب  س  ی  اری

ط  رحھ ای ک  ردن ب  ه  ی  ن  ه در س  ع  ی م  ه  ن  دس  ان م  ه  ن  دس  ی، ع  ل  وم در م  ث  ال ب  رای م  یگ  ی  رد. ق  رار ب  ررس  ی و م  ط  ال  ع  ه

ب  ه  ی  ن  هس  ازی م  دی  ری  ت، ع  ل  م در ی  ا و اس  ت ان  رژی ک  ردن ب  ه  ی  ن  ه ب  ه ت  م  ای  ل ف  ی  زی  ک س  ی  س  ت  مھ ای در ی  ا دارن  د خ  ود

ی  ا ھ زی  ن  ه ک  م  ت  ری  ن ن  ظ  ی  ر م  ط  ل  وب ن  ت  ی  ج  ه ک  ه اس  ت م  ن  اب  ع از م  م  ک  ن اس  ت  ف  اده ب  ه  ت  ری  ن م  ح  اس  ب  ه ب  رای ع  ل  م  ی

م  س  ائ  ل ح  ل ب  رای را ال  گ  وری  ت  مھ ای  ی زی  ادی پ  ژوھ ش  گ  ران ت  اک  ن  ون م  یگ  ی  رد. ق  رار اس  ت  ف  اده م  ورد س  ود ب  ی  ش  ت  ری  ن

ک  ی  ف  ی  ت و ح  ل س  رع  ت در ک  ن  ن  دهای ت  ع  ی  ی  ن ن  ق  ش م  ن  اس  ب ال  گ  وری  ت  م ی  ک ت  ع  ی  ی  ن ک  ردهان  د. پ  ی  ش  ن  ه  اد ب  ه  ی  ن  هس  ازی

ع  ددی روشھ ای ج  واب، ی  ک ب  ه  ی  ن  گ  ی ش  رای  ط ب  ای  د ب  ه  ی  ن  هس  ازی در ب  ن  اب  رای  ن، دارد. ب  ه  ی  ن  هس  ازی م  س  ال  ه ح  ل
1Optimization

٧



٨ م  زدوج گ  رادی  ان روشھ ای و ن  ام  ق  ی  د ب  ه  ی  ن  هس  ازی

در گ  ی  رد. ق  رار ب  ررس  ی و ب  ح  ث م  ورد روشھ ا ع  ددی ک  ارای  ی و ھ م  گ  رای  ی ت  ح  ل  ی  ل ب  ه  ی  ن  ه، ج  واب م  ح  اس  ب  ه ب  رای

ب  ه  ی  ن  ه م  س  ال  ه م  س  ال  ه، آنگ  اه ن  ب  اش  ن  د، م  وج  ود ن  ام  س  اوی و ت  س  اوی ق  ی  ود اگ  ر پ  ی  وس  ت  ه ب  ه  ی  ن  هس  ازی م  س  ال  ه ی  ک

اس  ت: زی  ر ک  ل  ی ف  رم ب  ه پ  ی  وس  ت  ه ن  ام  ق  ی  د ب  ه  ی  ن  هس  ازی م  س  ال  ه ی  ک دی  گ  ر ع  ب  ارت ب  ه م  یش  ود. ن  ام  ی  ده ن  ام  ق  ی  د١ س  ازی

min
x∈Rn

f(x) (١ . ١)

م  ورد دف  ع  ات ب  ه پ  ی  وس  ت  ه م  ش  ت  قپ  ذی  ر ھ م  واره ،f ھ دف ت  اب  ع ک  ه اس  ت ای  ن ب  ر ف  رض پ  ای  انن  ام  ه ای  ن در اس  ت.

اس  ت. ن  ی  از

ت  اری  خ  چ  ه ١ . ٢

ن  ام  ق  ی  د ب  ه  ی  ن  هس  ازی م  س  ائ  ل ح  ل ب  رای روش اول  ی  ن و پ  ای  هایت  ری  ن ک  اھ ش) ٢(ت  ن  دت  ری  ن گ  رادی  ان روش

روش ض  ع  ی  ف ھ م  گ  رای  ی رف  ت  ار دل  ی  ل ب  ه .[١٨] ش  د ارائ  ه ٣ ک  وش  ی ت  وس  ط ١٨۴٧ س  ال در ک  ه اس  ت

ش  ب  ه روشھ ای ت  لاشھ ا، ای  ن ن  ت  ی  ج  ه در .[٧٣] پ  رداخ  ت  ن  د گ  رادی  ان روش اص  لاح ب  ه پ  ژوھ ش  گ  ران گ  رادی  ان

و ذخ  ی  ره ب  ه ن  ی  از ع  دم و ت  ک  رارھ ا ش  ب  اھ ت ش  دن  د. ارائ  ه م  زدوج گ  رادی  ان روشھ ای و ن  ی  وت  ن(س  ک  ان  ت)

ن  س  ب  ت ک  م  ی ب  س  ی  ار ح  اف  ظ  ه از ک  ه اس  ت ش  ده م  وج  ب م  زدوج گ  رادی  ان روش در دوم م  رت  ب  ه م  ش  ت  ق  ات م  ح  اس  ب  ه

ع  ن  وان ب  ه ک  ه اس  ت ش  ده ب  اع  ث روش ای  ن م  وض  ع  ی ی  ا و س  راس  ری ھ م  گ  رای  ی ش  ود. اس  ت  ف  اده م  س  ئ  ل  ه اب  ع  اد ب  ه

گ  رادی  ان روشھ ای آی  د. ک  ار ب  ه ب  زرگ اب  ع  اد در ن  ام  ق  ی  د ب  ه  ی  ن  هس  ازی م  س  ائ  ل ح  ل ب  رای روشھ ا ب  ه  ت  ری  ن از ی  ک  ی

ب  ی  ان خ  ط  ی دس  ت  گ  اهھ ای ح  ل ب  رای ١٩۵٠ دھ ه در اس  ت  ی  ف  ل۵ و ھ س  ت  ن  س۴ ت  وس  ط ب  ار اول  ی  ن م  زدوج،

ھ دف ت  اب  ع ب  ا ن  ام  ق  ی  د ب  ه  ی  ن  هس  ازی م  س  ال  ه ی  ک ح  ل ب  ا م  ع  ادل خ  ط  ی دس  ت  گ  اه ی  ک ح  ل ک  ه آنج  ا از .[۴۵] ش  د

ن  ام  ق  ی  د ب  ه  ی  ن  هس  ازی م  س  ائ  ل ح  ل ب  رای را روش ای  ن ١٩۶٠ دھ ه ٧در ری  وز و ف  ل  چ  ر۶ اس  ت، دوم درج  ه م  ح  دب

1Unconstraint optimization problem
2Gradient Method
3Cauchy
4Hestenes
5Stiefel
6Fletcher
7Revees



٩ م  زدوج گ  رادی  ان روشھ ای و ن  ام  ق  ی  د ب  ه  ی  ن  هس  ازی

.[٣۶] دادن  د گ  س  ت  رش

ن  م  ادگ  زاری ١ . ٣

م  یش  ون  د: گ  رف  ت  ه ن  ظ  ر در زی  ر ،ن  م  ادھ ای xk ∈ Df ن  ق  ط  ه و f ھ م  وار ھ دف ت  اب  ع ب  رای

fk = f(xk), gk = ∇f(xk), Gk = ∇۲f(xk), yk = gk+۱ − gk

اس  ت. اق  ل  ی  دس  ی ن  رم ب  ی  ان  گ  ر ∥ . ن  م  اد∥ ھ م  چ  ن  ی  ن،

ب  ح  ث ب  ه ورود از پ  ی  ش اس  ت  وارن  د. ج  س  ت  ج  و ج  ه  تھ ای ب  ودن م  زدوج ب  ر م  زدوج، گ  رادی  ان روشھ ای

ج  ه  ت روشھ ای و ب  ودن م  زدوج پ  ای  های م  ف  ه  وم ب  ه م  خ  ت  ص  ر ط  ور ب  ه اس  ت لازم م  زدوج، گ  رادی  ان روشھ ای

ب  پ  ردازی  م. م  زدوج ھ ای

دوم درج  ه م  س  ال  ه ح  ل ب  راس  اس اص  ولا م  زدوج، ج  ه  تھ ای روشھ ای

min
x∈Rn

Q(x) =
۱
۲
xTQx− bTx (١ . ٢)

اس  ت. ش  ده اب  داع اس  ت، م  ث  ب  ت م  ع  ی  ن م  ت  ق  ارن م  ات  ری  س ی  ک Q ∈ Rn×n آن در ک  ه

را f ت  اب  ع ب  اش  د. م  ح  دب م  ج  م  وع  ه ی  ک S ⊆ Rn و f : Rn → R ک  ن  ی  د ف  رض [٢٠] .١ . ٣ . ١ ت  ع  ری  ف

ب  اش  ی  م: داش  ت  ه ھ رگ  اه گ  وی  ن  د، م  ح  دب ق  وی ی  ا م  ح  دب ی  ک  ن  واخ  ت ط  ور ب  ه را S روی

∃c > ۰, ∀x۱, x۲ ∈ S, ∀a ∈ (۰,۱) :

f(ax۱ + (۱− a)x۲) ≤ af(x۱) + (۱− a)f(x۲)−
۱
۲
ca(۱− a) ∥ x۱ − x۲ ∥۲ .

م  زدوج گ  رادی  ان روش م  ه  م وی  ژگ  یھ ای از ی  ک  ی م  یک  ن  د. ب  ی  ان را ب  ودن م  زدوج م  ف  ه  وم زی  ر ت  ع  ری  ف

م  یک  ن  ی  م. ب  ی  ان را م  ت  ع  ام  د ج  ه  تھ ای ق  ض  ی  ه و م  زدوج ب  ردارھ ای ت  ع  ری  ف ادام  ه در ھ س  ت  ن  د. م  زدوج ب  ردارھ ای

ب  ردارھ ای اس  ت. م  ث  ب  ت م  ع  ی  ن م  ت  ق  ارن م  ات  ری  س ی  ک Q ∈ Rn×n ک  ن  ی  د ف  رض [٢٠] .١ . ٣ . ٢ ت  ع  ری  ف



١٠ م  زدوج گ  رادی  ان روشھ ای و ن  ام  ق  ی  د ب  ه  ی  ن  هس  ازی

اگ  ر ب  گ  ی  ری  د. ن  ظ  ر در را {dk}mk=۱ ⊂ Rn(m ≤ n) ن  اص  ف  ر

dTi Qdj = ۰ ∀i ̸= j

م  زدوج ب  ردارھ ای خ  لاص  ه، ط  ور ب  ه ی  ا و Q-م  ت  ع  ام  د ی  ا ب  ردارھ ای  یQ-م  زدوج، را {dk} ب  ردارھ ای آنگ  اه

گ  وی  ن  د.

از م  ج  م  وع  ه ھ ر ای  ن، ب  ر اف  زون م  ت  ع  ام  دن  د. ب  ه  م ن  س  ب  ت م  زدوج ب  ردارھ ای آنگ  اه ،Q = I اگ  ر ن  ک  ت  ه:

م  یت  وان ب  ردارھ ایQ-م  زدوج، ت  ول  ی  د ب  رای ھ م  چ  ن  ی  ن، و ھ س  ت  ن  د خ  ط  ی م  س  ت  ق  ل Rnدر Q-م  زدوج ب  ردارھ ای

.[٧٣] ک  رد اس  ت  ف  اده گ  رام-اش  م  ی  ت١ رون  د ی  ک از

م  س  ال  ه ب  رای ک  اھ ش  ی ش  رط گ  وی  ی  م ۰ ̸= dk ∈ Rn ج  ه  ت ی  ک ب  رای [٢٠] .١ . ٣ . ٣ ت  ع  ری  ف

ھ رگ  اه اس  ت) ک  اھ ش  ی ج  ه  ت ی  ک dk (ی  ا اس  ت ب  رق  رار xk ن  ق  ط  ه در minQ(x) =
۱
۲
xTQx− bTx

gTk dk < ۰

ک  ه ب  هط  وری ب  اش  د داش  ت  ه وج  ود c > ۰ ث  اب  ت ع  دد ی  ک اگ  ر ب  هع  لاوه،

gTk dk ≤ −c ∥ gk ∥۲ ∀k ≥ ۰ (١ . ٣)

اس  ت. ب  رق  رار ک  اھ ش  ی ک  اف  ی ش  رط گ  وی  ی  م آنگ  اه

ج  ه  تھ ای روشھ ای اس  اس  ی وی  ژگ  ی ی  ک م  یش  ود، ن  ام  ی  ده ٢ ان  ب  س  اط  ی زی  رف  ض  ای ق  ض  ی  ه ک  ه زی  ر، ق  ض  ی  ه

م  یک  ن  د. ب  ی  ان (١ . ٢) م  س  ال  ه ح  ل ب  رای را م  زدوج

م  زدوج Q ب  ه ن  س  ب  ت ص  ف  ر غ  ی  ر ب  ردار m از ای م  ج  م  وع  ه {dk}mk=۱ک  ن  ی  د ف  رض [۴۵] .۴ . ١ . ٣ ق  ض  ی  ه

ت  ک  رار ف  رم  ول از ک  ه {xk} ن  ق  اط دن  ب  ال  ه x۰ ∈ Rm ن  ق  ط  ه ھ ر ب  رای ب  اش  ن  د،

xk+۱ = xk + sk, sk = αkdk (۴ . ١)

ب  ا م  یآی  د دس  ت ب  ه

αk =
−gTk dk
dkkQdk

1Gram-Schmidt
2Expansion subsystem theorem



١١ م  زدوج گ  رادی  ان روشھ ای و ن  ام  ق  ی  د ب  ه  ی  ن  هس  ازی

ت  ک  رار m از پ  س ( {dk}mk=۱ب  ردارھ ای م  ج  م  وع  ه ب  هوس  ی  ل  ه ش  ده ت  ول  ی  د ف  ض  ای (زی  ر Bm = Rm ک  ه آنج  ا از

م  یش  ود. ھ م  گ  را x∗ م  ن  ح  ص  رب  ف  رد ب  ه  ی  ن  ه ج  واب ب  ه

ن  ام  ق  ی  د م  س  ائ  ل ب  رای ب  ه  ی  ن  گ  ی ش  رای  ط ۴ . ١

ب  ه D ب  از م  ج  م  وع  ه روی f : D ⊆ Rn → R ک  ن  ی  د ف  رض اول) م  رت  ب  ه لازم (ش  رط [٨٠] .١ . ۴ . ١ ق  ض  ی  ه

آنگ  اه ب  اش  د، (١ . ١) م  س  ال  ه م  وض  ع  ی ک  ن  ن  ده م  ی  ن  ی  م  م ی  ک x∗ ∈ D اگ  ر ب  اش  د. م  ش  ت  قپ  ذی  ر پ  ی  وس  ت  ه ط  ور

▽f(x∗) = ۰

دو D ب  از م  ج  م  وع  ه روی f : D ⊆ Rn → R ک  ن  ی  د ف  رض دوم) م  رت  ب  ه لازم (ش  رط [٨٠] .٢ . ۴ . ١ ق  ض  ی  ه

آنگ  اه ب  اش  د، (١ . ١) م  س  ال  ه م  وض  ع  ی ک  ن  ن  ده م  ی  ن  ی  م  م ی  ک x∗ ∈ D اگ  ر ب  اش  د. پ  ی  وس  ت  ه م  ش  ت  قپ  ذی  ر ب  ار

اس  ت. م  ث  ب  ت م  ع  ی  ن ن  ی  م  ه ▽۲f(x∗)

دو D ب  از م  ج  م  وع  ه روی f : D ⊆ Rn → R ک  ن  ی  د ف  رض دوم) م  رت  ب  ه ک  اف  ی (ش  رط [٨٠] .٣ . ۴ . ١ ق  ض  ی  ه

ی  ک x∗ ∈ D آنگ  اه ب  اش  د، م  ث  ب  ت م  ع  ی  ن ▽۲f(x∗) و ▽f(x∗) = ۰ اگ  ر ب  اش  د. پ  ی  وس  ت  ه م  ش  ت  قپ  ذی  ر ب  ار

اس  ت. (١ . ١) م  س  ال  ه اک  ی  د م  وض  ع  ی ک  ن  ن  ده م  ی  ن  ی  م  م

ق  ب  ل از م  زدوج، ج  ه  تھ ای روشھ ای ب  رخ  لاف م  زدوج، گ  رادی  ان روشھ ای در ج  س  ت  ج  و ج  ه  تھ ای

م  وج  ود، ج  س  ت  ج  وی ج  ه  ت و گ  رادی  ان ب  ردار از اس  ت  ف  اده ب  ا ت  ک  رار، ھ ر در و ن  ب  وده م  ش  خ  ص

ب  ه ھ س  ی  ن م  ات  ری  س ب  ه ن  س  ب  ت ش  ده ت  ول  ی  د ج  ه  تھ ای ب  ودن م  زدوج ش  رط ک  ه ص  ورت  ی در

ب  ه م  یت  وان را م  زدوج گ  رادی  ان روشھ ای واق  ع در م  یش  ون  د. ت  ول  ی  د ش  ود، ح  ف  ظ ن  وع  ی

ح  ال  ت گ  رف  ت. ن  ظ  ر در ک  اھ ش ت  ن  دت  ری  ن روش و ن  ی  وت  ن روش ب  ی  ن واس  ط  ی ح  د ع  ن  وان

اس  ت: ق  رار ب  دی  ن م  زدوج گ  رادی  ان روش ی  ک ک  ل  ی

xk+۱ = xk + sk, sk = αkdk (۵ . ١)

dk+۱ = −gk+۱ + βkdk, d۰ = −g۰, k ≥ ۰ (۶ . ١)



١٢ م  زدوج گ  رادی  ان روشھ ای و ن  ام  ق  ی  د ب  ه  ی  ن  هس  ازی

اس  ت گ  ام ط  ول م  ق  دار αk و م  یش  ود ن  ام  ی  ده م  زدوج گ  رادی  ان روش پ  ارام  ت  ر ک  ه اس  ت اس  ک  ال  ری βk آن در ک  ه

م  یگ  ردد. م  ح  اس  ب  ه dk ج  ه  ت ام  ت  داد در خ  ط  ی ج  س  ت  ج  وی ف  رآی  ن  د ی  ک ان  ج  ام ب  ا ک  ه

ب  ا و م  زدوج گ  رادی  ان روش (۶ . ١) ت  ک  راری ف  رم  ول از اس  ت  ف  اده ب  ا [۶٣] .۴ . ۴ . ١ ق  ض  ی  ه

i ھ ر ازای ب  ه زی  ر ش  رای  ط ت  ک  رار n < m از ب  ع  د دق  ی  ق خ  ط  ی ج  س  ت  ج  وی از اس  ت  ف  اده

:(۰ ≤ i ≤ m) اس  ت، ب  رق  رار

dTi Gdj = ۰, j = ۰,۱, ..., i− ۱ (١ . ٧)

gTi gj = ۰, j = ۰,۱..., i− ۱ (١ . ٨)

dTi gi = −gTi gi (١ . ٩)

ش  رط و گ  رادی  انھ ا ب  ودن م  ت  ع  ام  د ج  ه  تھ ا، ھ م  گ  رای  ی ن  ش  اندھ ن  ده ت  رت  ی  ب ب  ه (١ . ٩) ت  ا (١ . ٧) رواب  ط

اس  ت. ک  اھ ش  ی

خ  ط  ی ج  س  ت  ج  وی ف  رای  ن  د ی  ک ب  ا αk و ب  اش  د م  ح  دب اک  ی  دا و دو درج  ه ت  اب  ع  ی f اگ  ر [٢٠] .۵ . ۴ . ١ ت  ع  ری  ف

ی  ع  ن  ی، ش  ود، م  ح  اس  ب  ه دق  ی  ق

αk = argmin
α≥۰

f(xk + αdk)

ی  ک ص  ورت ای  ن درغ  ی  ر و م  یک  ن  د، ت  ع  ری  ف را خ  ط  ی م  زدوج گ  رادی  ان روش ی  ک (۶ . ١) ت  ک  راری ف  رم  ول آنگ  اه

م  یش  ود. ت  ع  ری  ف غ  ی  رخ  ط  ی م  زدوج گ  رادی  ان روش

خ  ط  ی ج  س  ت  ج  وی ۵ . ١

س  اخ  ت  ار ش  د، اش  اره ک  ه ھ م  انط  ور اس  ت. اس  ت  وار م  ت  غ  ی  ره ت  ک ت  واب  ع ب  ه  ی  ن  هس  ازی ب  راس  اس خ  ط  ی ج  س  ت  ج  وی

ب  ردار ی  اف  ت  ن ھ دف آن ت  ک  رار ھ ر در ک  ه اس  ت (۵ . ١) ص  ورت ب  ه ب  ه  ی  ن  هس  ازی در ت  ک  راری روشھ ای ک  ل  ی

f(xk + αkdk) < f(xk) ش  رط ک  ه ط  وری ب  ه اس  ت dk ام  ت  داد در αk گ  ام ط  ول و dk (ک  اھ ش  ی) ج  ه  ت

م  یگ  ی  رد. ص  ورت ت  ق  ری  ب  ی خ  ط  ی ج  س  ت  ج  وی و دق  ی  ق خ  ط  ی ج  س  ت  ج  وی روش دو ب  ه م  ح  اس  ب  ه ش  ود. ب  رق  رار



١٣ م  زدوج گ  رادی  ان روشھ ای و ن  ام  ق  ی  د ب  ه  ی  ن  هس  ازی

دق  ی  ق خ  ط  ی ج  س  ت  ج  وی ١ . ۵ . ١

ب  ه ب  اش  د. داش  ت  ه را ک  اھ ش ب  ی  ش  ت  ری  ن dk ام  ت  داد در f ت  اب  ع ک  ه م  یش  ود ان  ت  خ  اب ط  وری αk روش ای  ن در

م  یک  ن  د: م  ی  ن  ی  م  م را زی  ر م  ت  غ  ی  ره ت  ک ت  اب  ع αk دی  گ  ر، ع  ب  ارت

ϕ(α) = f(xk + αdk), α > ۰

ی  ع  ن  ی،

f(xk + αkdk) = min
α>۰

f(xk + αdk)

ی  ا،

ϕ(αk) = min
α>۰

ϕ(α)

ی  ا،

▽f(xk + αdk)
Tdk = ۰

اس  ت  ف  اده ت  ق  ری  ب  ی خ  ط  ی ج  س  ت  ج  وی از اغ  ل  ب ع  م  ل در ن  ی  س  ت، ام  ک  انپ  ذی  ر راح  ت  ی ب  ه اخ  ی  ر م  ع  ادل  ه ح  ل چ  ون

م  یش  ود.

ت  ق  ری  ب  ی خ  ط  ی ج  س  ت  ج  وی ٢ . ۵ . ١

غ  ی  ر ک  ل  ی ح  ال  ت در خ  ط  ی ج  س  ت  ج  وی ال  گ  وری  ت  م در دق  ی  ق م  ی  ن  ی  م  م ن  ق  ط  ه ب  ه دس  ت  رس  ی ش  د، اش  اره ک  ه ھ م  انط  ور

دق  ت از م  ح  اس  ب  ات زم  ان در ص  رف  هج  وی  ی م  ن  ظ  ور ب  ه خ  ط  ی ج  س  ت  ج  وی ی  ک اع  م  ال در ل  ذا، اس  ت. م  م  ک  ن

ای  ج  اد ھ دف ت  اب  ع در ک  اف  ی ک  اھ ش ک  ه ش  وی  م م  ط  م  ئ  ن ب  ای  د ت  ک  رار ھ ر در ام  ا، م  یک  ن  ی  م. ن  ظ  ر ص  رف م  ط  ل  وب

ش  د. خ  واھ د

از ق  ب  ل ج  س  ت  ج  و ف  رآی  ن  د ب  ه دادن پ  ای  ان ی  ع  ن  ی خ  ط  ی ج  س  ت  ج  وی ال  گ  وری  ت  م ی  ک در ت  ق  ری  ب ک  ل  ی، ط  ور ب  ه

ب  ه ب  اش  د، داش  ت  ه ق  ب  ول  ی ق  اب  ل ک  اھ ش ھ دف ت  اب  ع ک  ه ش  ود ان  ت  خ  اب ط  وری αk اگ  ر م  ی  ن  ی  م  م. ب  ه ش  دن ھ م  گ  را

م  رب  وط  ه گ  ام ط  ول ت  ع  ی  ی  ن ف  رآی  ن  د ب  ه ب  اش  د، م  ن  ط  ق  ی م  ق  داری f(xk)− f(xk + αkdk) ک  اھ ش دی  گ  ر ع  ب  ارت

روش ک  ارات  ری  ن و رای  جت  ری  ن از ی  ک  ی [٧٣] ١ ول  ف خ  ط  ی ج  س  ت  ج  وی م  یش  ود. گ  ف  ت  ه ت  ق  ری  ب  ی خ  ط  ی ج  س  ت  ج  وی

1Wolfe



١۴ م  زدوج گ  رادی  ان روشھ ای و ن  ام  ق  ی  د ب  ه  ی  ن  هس  ازی

م  یک  ن  د: ص  دق زی  ر ش  رای  ط در αk آن در ک  ه اس  ت ت  ق  ری  ب  ی خ  ط  ی ج  س  ت  ج  وی ھ ای

f(xk + αkdk)− f(xk) ≤ δαkg
T
k dk (١ . ١٠)

▽f(xk + αkdk)
Tdk ≥ σgTk dk (١ . ١١)

ق  ب  ول ق  اب  ل ک  اھ ش ای  ج  اد ب  رای م  ن  اس  ب م  ع  ی  ار ی  ک ک  ه را (١ . ١٠) ن  اب  راب  ری .۰ < δ < σ < ۱ آن، در ک  ه

fک  اھ ش ک  ه م  یدارد ب  ی  ان آرم  ی  ژو ش  رط دی  گ  ر، ع  ب  ارت ب  ه م  ین  ام  ن  د. آرم  ی  ژو١ ش  رط اس  ت، ال  گ  وری  ت  م رون  د در

م  ی ان  ح  ن  ا ش  رط را (١ . ١١) ن  اب  راب  ری ھ م  چ  ن  ی  ن ب  اش  د. س  ازگ  ار gTk dk ج  ه  ت  ی م  ش  ت  ق و αk گ  ام ط  ول ب  ا ب  ای  د

اس  ت. ص  ف  ر از αk ش  دن دور ک  ن  ن  ده ت  ض  م  ی  ن ک  ه ن  ام  ن  د

ک  ن  ن  ده م  ی  ن  ی  م  م ب  ه آنک  ه ب  دون اس  ت م  م  ک  ن گ  ام ط  ول ی  ک ش  ود، م  ی م  ش  اھ ده ۱.۱ ش  ک  ل در ک  ه ھ م  انط  ور
٢ ول  ف ق  وی ش  رای  ط ب  ه ک  ه زی  ر، ش  رای  ط م  ش  ک  ل، ای  ن رف  ع ب  رای ک  ن  د. ص  دق ول  ف ش  رای  ط در ب  اش  د، ن  زدی  ک

م  یش  ون  د: گ  رف  ت  ه ک  ار ب  ه اس  ت، م  ع  روف

f(xk + αkdk)− f(xk) ≤ δαkg
T
k dk

| gTk+۱dk |≤ −σgTk dk (١ . ١٢)

ط  ول ب  ه ح  اص  ل گ  ام ط  ول σ ک  اھ ش ب  ا ک  ه م  یدھ د ن  ش  ان اخ  ی  ر ن  ام  س  اوی .۰ < δ < σ < ۱ آن در ک  ه

م  یک  ن  د. م  ی  ل دق  ی  ق گ  ام

ب  ه ن  س  ب  ت ک  ه م  یش  ون  د م  ح  اس  ب  ه ط  وری خ  ط  ی، م  زدوج گ  رادی  ان روشھ ای در ج  س  ت  ج  و ج  ه  تھ ای

خ  ط  ی م  زدوج گ  رادی  ان روش ی  ک پ  ارام  ت  ر ب  رای آم  ده دس  ت ب  ه ف  رم  ول .[٧٣] ب  اش  ن  د م  زدوج ھ س  ی  ن م  ات  ری  س

ی  ک رف  ت  ار ب  ه  ی  ن  ه، ج  واب ی  ک ن  زدی  ک  ی در زی  را گ  رف  ت، ک  ار ب  ه ن  ی  ز دل  خ  واه ھ دف ت  واب  ع ب  رای م  یت  وان را (βk)

ج  س  ت  ج  وی ش  رای  ط ک  ه ص  ورت  ی در و اس  ت، ن  زدی  ک دو درج  ه ھ دف ت  اب  ع ی  ک ب  ه دو درج  ه غ  ی  ر ھ دف ت  اب  ع

ب  اش  ن  د ن  زدی  ک (dTk g(xk + αdk) = ۰) دق  ی  ق خ  ط  ی ج  س  ت  ج  وی ش  رط ب  ه ن  ی  ز اس  ت  ف  اده م  ورد ت  ق  ری  ب  ی خ  ط  ی

آنگ  اه اس  ت)، ام  ک  انپ  ذی  ر ول  ف ق  وی خ  ط  ی ج  س  ت  ج  وی ش  رای  ط در ص  ف  ر ب  ه ن  زدی  ک δ ان  ت  خ  اب ب  ا ام  ر ای  ن (ک  ه

در و م  یش  ود ن  زدی  ک خ  ط  ی م  زدوج گ  رادی  ان روش ی  ک ب  ه اس  ت  ف  اده م  ورد خ  ط  ی غ  ی  ر م  زدوج گ  رادی  ان روش

م  یدھ د. ن  ش  ان خ  ود از را م  ن  اس  ب  ی ھ م  گ  رای  ی رف  ت  ار ش  ده، ت  ول  ی  د ج  ه  تھ ای ب  ودن م  زدوج دل  ی  ل ب  ه ن  ت  ی  ج  ه،

1Armijo
2Strong Wolfe conditions



١۵ م  زدوج گ  رادی  ان روشھ ای و ن  ام  ق  ی  د ب  ه  ی  ن  هس  ازی

ول  ف ش  رای  ط در ص  ادق ھ ای گ  ام ط  ول :١ . ١ ش  ک  ل

ع  م  ده ت  ف  اوت ک  ه ش  دن  د ارائ  ه م  خ  ت  ل  ف  ی روشھ ای م  زدوج، گ  رادی  ان روشھ ای وس  ی  ع ک  ارب  رد ب  ه ت  وج  ه ب  ا

ب  رای اس  اس  ی ف  رم  ولھ ای ارائ  ه ت  اری  خ  ی س  ی  ر اس  ت. (βk) م  زدوج گ  رادی  ان روش پ  ارام  ت  ر م  ح  اس  ب  ه در آنھ ا

از زی  ادی ش  م  ار ع  ددی رف  ت  ار ت  ح  ل  ی  ل اس  ت. آم  ده ١ . ١ ج  دول در م  زدوج گ  رادی  ان روش پ  ارام  ت  ر م  ح  اس  ب  ه

ک  رد. م  لاح  ظ  ه [٣] در م  یت  وان را م  زدوج گ  رادی  ان روشھ ای



١۶ م  زدوج گ  رادی  ان روشھ ای و ن  ام  ق  ی  د ب  ه  ی  ن  هس  ازی

βk ب  رای ش  ده ارائ  ه اس  اس  ی ف  رم  ولھ ای :١ . ١ ج  دول

دھ ن  دگ  ان ارائ  ه βk ارائ  ه س  ال

Hestenes and Stiefel [۴۵] βH
k

S =
gTk +۱yk
dTk yk

١٩۵٢

Fletcher and Revee [٣۶] βF
k
R =
∥gk+۱∥۲

∥gk∥۲
١٩۶۴

Polak،Ribiere [۵٢] and Polyak [۴۶] βP
k
RP =

gTk +۱yk
∥gk∥۲

١٩۶٩

Fletcher [٩] βC
k
D = −∥gk+۱∥۲

dTk gk
١٩٨٧

Liu and Storey [٢٨] βL
k
S = −g

T
k +۱yk
gTk +۱yk

١٩٩١

Dai and Yuan [٢۶] βD
k

Y =
∥gk+۱∥۲

dTk yk
١٩٩٩

Dai and Liao [٢۴] βD
k

L =
gTk +۱(yk − tsk)

dTk yk
٢٠٠١

م  ث  ال، ط  ور ب  ه اس  ت. خ  ود خ  اص ق  وت و ض  ع  ف ن  ق  اط دارای ش  ده ارائ  ه روشھ ای از ی  ک ھ ر

دق  ی  ق خ  ط  ی ج  س  ت  ج  وی ب  ا FR م  زدوج گ  رادی  ان روش ک  ه داد ن  ش  ان دل  خ  واه ت  واب  ع ب  رای [٨٠] زوت  ن  دی  ک١

از اس  ت  ف  اده ب  ا را ن  ت  ی  ج  ه ای  ن ب  رق  راری [١] ٢ ال  ب  ع  ل  ی آن دن  ب  ال ب  ه اس  ت. س  راس  ری ھ م  گ  رای  ی وی  ژگ  ی دارای

م  ش  اھ دات ، FR روش ھ م  گ  رای  ی ب  رای ق  وی ن  ت  ای  ج وج  ود ب  ا چ  ه اگ  ر داد. ن  ش  ان ت  ق  ری  ب  ی خ  ط  ی ج  س  ت  ج  وی

ری  ب  ی  ر ، ٣ پ  ولاک و HS روشھ ای ب  ا م  ق  ای  س  ه در روش ای  ن ع  ددی رف  ت  ار ک  ه اس  ت آن دھ ن  ده ن  ش  ان ع  ددی

روش ک  ه داد ن  ش  ان خ  اص م  س  ال  ه ی  ک ارائ  ه ب  ا ۶ ن  ی  ز [۵٧] پ  اول .[٣] اس  ت ض  ع  ی  ف (PRP ) پ  ول  ی  اک۵ و ۴

ھ م  گ  را ب  ه  ی  ن  ه ج  واب ب  ه و ش  ود دور دچ  ار اس  ت م  م  ک  ن م  ن  اس  ب ع  ددی رف  ت  ار وج  ود ب  ا PRP و HS ھ ای

م  ن  ف  ی (ج  ه  ت ک  اھ ش ت  ن  دت  ری  ن ج  ه  ت ب  ا دوب  اره ش  روع ف  رای  ن  د ی  ک پ  ی  ش  ن  ه  اد ب  ا وی ای  ن، ب  ر اف  زون ن  ش  ون  د.

1Zoutendijk
2Al-Baali
3Polak
4Ribiere
5Polyak
6Powell
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ب  ه  ب  ود ح  دودی ت  ا را FR روش ع  ددی رف  ت  ار ت  وان  س  ت ن  ام  ن  اس  ب، ج  ه  ت ی  ک ت  ول  ی  د ص  ورت در گ  رادی  ان)

ک  اھ ش  ی روش ھ م  گ  رای  ی م  ورد در ق  وی ن  ظ  ری ن  ت  ای  ج وج  ود ب  ا ک  ه گ  ف  ت م  یت  وان ن  ت  ی  ج  ه، در .[۵۵] دھ د

روش دی  گ  ر، ط  رف از ن  دارن  د. م  ط  ل  وب  ی ع  ددی ک  ارای  ی روشھ ا ای  ن ، (DY ) ی  وان و ودای (CD) م  زدوج

ول  ی ن  ب  اش  د، ھ م  گ  را ھ م  ی  ش  ه اس  ت م  م  ک  ن ای  نک  ه وج  ود ب  ا (LS) ٢ اس  ت  وری و ١ ل  ی  و و PRP ، HS ھ ای

ب  پ  ردازن  د روشھ ای  ی ط  راح  ی ب  ه ت  ا داش  ت آن ب  ر را پ  ژوھ ش  گ  ران وی  ژگ  یھ ا ای  ن دارن  د. م  ن  اس  ب  ی ع  ددی رف  ت  ار

اس  ت  ف  اده ب  رای ت  لاشھ ای  ی م  ن  ظ  ور ای  ن ب  رای ب  اش  ن  د. ھ م  گ  را ج  واب ب  ه ھ م  واره م  ن  اس  ب ع  ددی رف  ت  ار ب  ا ک  ه

ب  ه ادام  ه در ک  ه گ  رف  ت ص  ورت ب  الا روشھ ای ت  رک  ی  ب ی  ا ھ س  ی  ن م  ات  ری  س ب  ه م  رب  وط اط  لاع  ات از ض  م  ن  ی

م  یک  ن  ی  م. اش  اره آنھ ا ب  ه اخ  ت  ص  ار

ج  س  ت  ج  وی ج  ه  ت ،βHS
k ف  رم  ول ب  ه ت  وج  ه ب  ا ک  ه ک  رد ت  وج  ه ن  ک  ت  ه ای  ن ب  ه [۵٢] پ  ری٣

ن  وش  ت: زی  ر ص  ورت ب  ه م  یت  وان را HS روش

dk+۱ = −
(
I − dky

T
k

dTk yk

)
gk+۱ = −

(
I − sky

T
k

sTk yk

)
gk+۱ = −Pk+۱gk+۱

ک  رد: پ  ی  ش  ن  ه  اد زی  ر ص  ورت ب  ه را HS ش  ده اص  لاح روش وی ب  ن  اب  رای  ن،

dk+۱ = −
(
I − sky

T
k

sTk yk
+
sks

T
k

sTk yk

)
gk+۱ = −Qk+۱gk+۱

م  ی ب  اع  ث Pk+۱ م  ات  ری  س ب  ه sks
T
k

sTk yk
ی  ک رت  ب  ه م  ات  ری  س اف  زودن ک  ه م  یک  ن  د اش  اره خ  ود روش ت  وج  ی  ه ب  رای پ  ری

ک  ن  د: ص  دق اس  ت، م  ع  روف س  ک  ان  ت ش  رط ب  ه ک  ه زی  ر، ش  رط در Qk+۱ ح  اص  ل م  ات  ری  س ک  ه ش  ود

yTkQk+۱ = sTk (١ . ١٣)

ک  رد: اص  لاح زی  ر ص  ورت ب  ه را پ  ری ت  وس  ط ش  ده ارائ  ه Qk+۱ م  ات  ری  س [۶٠] ش  ان  و۴

1Liu
2Storey
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Rk+۱ = I − sky
T
k + yks

T
k

sTk yk
+
(
۱ +

yTk yk
sTk yk

)sksTk
sTk yk

BFGS س  ازی ب  ه  ن  گ  ام ب  ا Rk+۱ م  ات  ری  س ب  ه  ن  گ  امس  ازی ف  رم  ول ش  ب  اھ ت ب  ه خ  ود روش ت  وج  ی  ه ب  رای ش  ان  و

آنگ  اه ش  ود، داده ق  رار Rk م  ات  ری  س I م  ات  ری  س ج  ای ب  ه Rk+۱ س  ازی ب  ه  ن  گ  ام در اگ  ر زی  را م  یک  ن  د، اش  اره

م  زی  ت ای  ن Rk+۱ ب  ه  ن  گ  امس  ازی ب  هع  لاوه، اس  ت. BFGS ب  ه  ن  گ  امس  ازی ھ م  ان ح  اص  ل ب  ه  ن  گ  امس  ازی ف  رم  ول

آنگ  اه ،sTk yk > ۰ اگ  ر ک  ه داد ن  ش  ان م  یت  وان ن  دارد. م  ات  ری  س  ی ھ ی  چ ذخ  ی  رهس  ازی ب  ه ن  ی  ازی ک  ه داراس  ت را

ج  ه  ت ھ م  واره ش  ان  و م  زدوج گ  رادی  ان روش ب  ن  اب  رای  ن و ،[٧٠] اس  ت م  ث  ب  ت م  ع  ی  ن ھ م  واره Rk+۱ م  ات  ری  س

ب  ه  ن  گ  امس  ازی از اس  ت  ف  اده پ  ای  ه ب  ر ن  ی  ز دی  گ  ری م  زدوج گ  رادی  ان روشھ ای م  یک  ن  د. ت  ول  ی  د ک  اھ ش  ی ھ ای  ی

ک  ن  ی  د). ن  گ  اه [۵٩ ،۴] م  راج  ع ب  ه م  ث  ال، ع  ن  وان ب  ه ) ش  دهان  د ارائ  ه BFGS

ای س  هج  م  ل  ه م  زدوج گ  رادی  ان ۶ . ١

م  یش  ود. اس  ت  ف  اده ب  زرگ اب  ع  اد در ن  ام  ق  ی  د ب  ه  ی  ن  هس  ازی م  س  ائ  ل ح  ل ب  رای ای س  هج  م  ل  ه م  زدوج گ  رادی  ان روش از

م  یک  ن  ی  م. اس  ت  ف  اده x۰ اول  ی  ه ن  ق  ط  ه از ش  روع ب  رای م  یآی  د. ب  هدس  ت خ  ط  ی ج  س  ت  ج  وی از اس  ت  ف  اده ب  ا روش ای  ن

م  یش  ون  د: ت  ول  ی  د زی  ر ب  هص  ورت {xk} ن  ق  اط دن  ب  ال  ه

xk+۱ = xk + αkdk (١۴ . ١)

م  ی م  ح  اس  ب  ه زی  ر ص  ورت ب  ه dk ج  ه  تھ ای و م  یآی  د، دس  ت ب  ه خ  ط  ی ج  س  ت  ج  وی از اس  ت  ف  اده ب  ا و αk > ۰ ک  ه

ش  ون  د:

dk+۱ = −gk+۱ + δksk + ηkyk d۰ = −g۰ (١۵ . ١)

و yk = gk+۱ − gk ،sk = xk+۱ − xk ک  ه ھ س  ت  ن  د، م  زدوج گ  رادی  ان پ  ارام  ت  رھ ای ηk و δk راب  ط  ه در

خ  ط  ی ت  رک  ی  ب از م  ت  ش  ک  ل ،dk+۱ ج  س  ت  ج  وی ج  ه  ت م  یک  ن  ی  م م  ش  اھ ده ک  ه ھ م  انط  ور .gk = ▽f(xk)

ق  وی ش  رای  ط ب  هوس  ی  ل  ه اغ  ل  ب م  زدوج گ  رادی  ان ال  گ  وری  ت  مھ ای در خ  ط  ی ج  س  ت  ج  وی اس  ت. yk و sk ،−gk+۱
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ب  ه ق  ب  ل م  ط  ال  ب در ک  ه اس  ت، ن  ی  از م  ورد ث  ب  ات اف  زای  ش و ھ م  گ  رای  ی از اط  م  ی  ن  ان ب  رای ک  ه م  یش  ود، ان  ج  ام ول  ف

ال  گ  وری  ت  مھ ای ηk و δk پ  ارام  ت  رھ ای ب  رای م  ت  ف  اوت ان  ت  خ  ابھ ای وج  ود ب  ه ت  وج  ه ب  ا اس  ت. ش  ده اش  اره آن

از م  خ  ت  ل  ف  ی ن  س  خ  هھ ای ،[١۵ ،٩] ١ ب  ی  ل م  ق  الات اس  ت. آم  ده ب  هدس  ت م  خ  ت  ل  ف  ی ای س  هج  م  ل  ه م  زدوج گ  رادی  ان

ع  ددی ع  م  ل  ک  رد و س  راس  ری ھ م  گ  رای  ی آنھ ا، خ  واص ب  ا ھ م  راه را ای س  هج  م  ل  ه م  زدوج گ  رادی  ان ال  گ  وری  ت  مھ ای

گ  رادی  ان ال  گ  وری  ت  مھ ای اص  لاح ب  ا ای س  هج  م  ل  ه م  زدوج گ  رادی  ان ال  گ  وری  ت  مھ ای ای  ن ت  م  ام م  یدھ ن  د. ارائ  ه

آورن  د. ب  هدس  ت را ب  ودن ک  اھ ش  ی و ھ م  گ  رای  ی ش  رای  ط ت  ا ھ س  ت  ن  د آن دن  ب  ال ب  ه ک  لاس  ی  ک م  زدوج

ح  ال  ت ع  دد ١ . ٧

ج  س  ت  ج  و ج  ه  ت پ  ارام  ت  ر آوردن ب  هدس  ت م  ن  ظ  ور ب  ه ک  ه م  یش  ود، اش  اره روش  ی ب  ه پ  ای  انن  ام  ه ای  ن پ  ن  ج  م ف  ص  ل در

م  یپ  ردازی  م. A م  ات  ری  س ح  ال  ت ع  دد م  ع  رف  ی ب  ه ب  خ  ش، ای  ن در ک  ه دارد. ح  ال  ت ع  دد ک  ردن م  ی  ن  ی  م  م ب  ه ن  ی  از

م  یب  اش  د. Ax = b خ  ط  ی دس  ت  گ  اه ح  س  اس  ی  ت ان  دازهگ  ی  ری ب  رای م  ف  ی  د و س  اده اب  زار ی  ک ح  ال  ت ع  دد

ص  ورت ای  ن در اس  ت. ص  ف  ر غ  ی  ر b و ن  ام  ن  ف  رد A آن در ک  ه ب  گ  ی  ری  د، ن  ظ  ر در را Ax = b خ  ط  ی دس  ت  گ  اه

δb ک  وچ  ک ب  ردار ی  ک ک  ه ک  ن  ی  د ف  رض ح  ال، م  یب  اش  د. ص  ف  ر غ  ی  ر ک  ه دارد وج  ود x ف  رد ب  ه م  ن  ح  ص  ر ج  واب ی  ک

ج  واب ی  ک ن  ی  ز دس  ت  گ  اه ای  ن ب  گ  ی  ری  د. ن  ظ  ر در را Ax̂ = b+ δb ش  ده پ  ری  ش  ی  ده دس  ت  گ  اه و ش  ود اض  اف  ه b ب  ه

x ب  ی  ن اخ  ت  لاف دھ ن  ده ن  ش  ان δx ک  ن  ی  د ف  رض ن  ب  اش  د. x از دور خ  ی  ل  ی ام  ی  دواری  م ک  ه دارد، x̂ ف  رد ب  ه م  ن  ح  ص  ر

ب  اش  د. ک  وچ  ک ن  ی  ز δx آنگ  اه اس  ت، ک  وچ  ک δb اگ  ر ک  ه داری  م ان  ت  ظ  ار .x̂ = x + δx ی  ع  ن  ی ب  اش  د، x̂ و

اس  ت ک  وچ  ک δb م  یگ  وی  ی  م وق  ت  ی اس  ت، ن  س  ب  ی خ  ط  اھ ای ش  ام  ل م  ط  ل  ب ای  ن ب  رای دق  ی  قت  ری ع  ب  ارت

ای  ن ی  ع  ن  ی اس  ت، ک  وچ  ک δx م  ش  اب  ه، ط  ور ب  ه م  یب  اش  د، ک  وچ  ک b ب  ا م  ق  ای  س  ه در δb ک  ه اس  ت ای  ن م  ن  ظ  ورم  ان

∥ . ∥ م  ان  ن  د ب  رداری ن  رم ی  ک از ب  ردارھ ا، ان  دازه س  ن  ج  ش ب  رای م  یب  اش  د. ک  وچ  ک x ب  ا م  ق  ای  س  ه در ک  ه

δx ان  دازه و ،∥ δb ∥ / ∥ b ∥ از اس  ت ع  ب  ارت b ب  ه ن  س  ب  ت δb ان  دازه ص  ورت ای  ن در م  یک  ن  ی  م. اس  ت  ف  اده

آنگ  اه اس  ت، ک  وچ  ک ∥ δb ∥ / ∥ b ∥ اگ  ر ک  ه داری  م دوس  ت .∥ δx ∥ / ∥ x ∥ از اس  ت xع  ب  ارت ب  ه ن  س  ب  ت

ب  اش  د. ک  وچ  ک ن  ی  ز ∥ δx ∥ / ∥ x ∥
1Beale
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ن  رم .δx = A−۱δb ی  ا Aδx = δb ک  ه م  یدھ ن  د ن  ت  ی  ج  ه A(x+ δx) = b+ δb و Ax = b م  ع  ادلات

م  ات  ری  سھ ا ان  دازه س  ن  ج  ش ب  رای آن از ش  ده ن  اش  ی م  ات  ری  س  ی ن  رم از ب  اش  د، ک  ه چ  ه ھ ر ش  ده ان  ت  خ  اب ب  رداری

ک  ه م  یش  ود ن  ت  ی  ج  ه δx = A−۱δb م  ع  ادل  ه از م  یک  ن  ی  م. اس  ت  ف  اده

∥ δx ∥≤∥ A−۱ ∥∥ δb ∥ . (١۶ . ١)

ارز ھ م ط  ور ب  ه ی  ا ،∥ b ∥≤∥ A ∥∥ x ∥ ک  ه م  یدھ د ن  ت  ی  ج  ه Ax+ b م  ع  ادل  ه م  ش  اب  ه، ط  ور ب  ه
۱
∥ x ∥

≤∥ A ∥ ۱
∥ b ∥

(١ . ١٧)

داری  م (١ . ١٧) و (١۶ . ١) ن  ام  س  اویھ ای ض  رب ب  ا
∥ δx ∥
∥ x ∥

≤∥ A ∥∥ A−۱ ∥ ∥ δb ∥
∥ b ∥

(١ . ١٨)

∥ A ∥∥ A−۱ ∥ ب  ه م  یدھ ن  د. دس  ت ب  ه ∥ δb ∥ / ∥ b ∥ ب  رح  س  ب ∥ δx ∥ / ∥ x ∥ ب  رای ک  ران ی  ک ک  ه

ی  ع  ن  ی .[۵٠] م  یدھ ی  م ن  ش  ان κ(A) ب  ا را آن و م  یگ  وی  ی  م A ح  ال  ت ع  دد

κ(A) =∥ A ∥∥ A−۱ ∥

م  ت  ن  اس  ب ح  ال  ت ع  دد ب  ا ک  ردن) گ  رد م  ح  اس  ب  ات(خ  ط  ای خ  ط  اھ ای ک  ه م  یش  ود داده ن  ش  ان ع  ل  م  ی م  ح  اس  ب  ات در

اس  ت. اط  م  ی  ن  انت  ر ق  اب  ل ن  ت  ای  ج ب  اش  د ک  وچ  ک  ت  ر ح  ال  ت ع  دد چ  ه ھ ر پ  س ھ س  ت  ن  د
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